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Esse trabalho tem como objetivo propor um novo modelo de força de contato de linha 
sujeito à lubrificação elastohidrodinâmica (EHD) e sua aplicação a mancais de rolamento. O 
modelo reduzido de força de contato EHD em função de parâmetros de rigidez e 
amortecimento tem como principal vantagem inserir os efeitos do filme de óleo nos sistemas 
de forma a tornar mais realístico o modelo estudado. No que diz respeito ao rolamento, o 
contato entre os elementos do mancal afeta significativamente seu equilíbrio de forças e no 
seu comportamento dinâmico, consequentemente, a resposta do sistema rotativo no qual está 
inserido. O sistema de equações EHD foi solucionado numericamente usando métodos 
multiníveis tanto para o contato de linha infinito quanto finito. O modelo proposto de força de 
contato é baseado nos termos de força restitutiva e força dissipativa. A força restitutiva do 
contato de linha EHD é calculada por meio de uma relação explícita de força-deslocamento e 
dois parâmetros independentes (rigidez e uma constante de separação de superfícies). O termo 
de força dissipativo do contato é baseado em um amortecimento linear viscoso, o qual é 
estimado usando o princípio de conservação da energia para o problema em regime transiente. 
A partir dos parâmetros do modelo reduzido de força do contato, obtêm-se as forças do 
mancal de rolamento radial. Foram objeto de estudo dois modelos comerciais de rolamento: 
mancal com elementos de agulha e mancal com rolos cilíndricos. A validação do modelo foi 
feita em uma bancada de testes experimentais de dinâmica de rotores. Foi feito um estudo das 
respostas, numérica e experimental, no domínio da frequência por meio de função de resposta 
em frequência (FRF). No domínio do tempo, foram monitoradas as órbitas nos sensores de 
posição e foi feita a comparação entre as transformadas discretas de Fourier (DFTs) das 
amplitudes dos deslocamentos teórico e experimental. 
 
 






This work aims to propose a new line contact force model under elastohydrodynamic 
(EHD) lubrication and its application to rolling bearings. The reduced model of EHD contact 
force in function of stiffness and damping parameters has the main advantage of inserting the 
effects of the oil film into systems in order to make the model more realistic. As far as bearing 
are concerned, the contact between the bearing elements significantly affects its force 
equilibrium and its dynamic behavior and, consequently, the response of the rotating system 
in which it is inserted. The system of EHD equations was numerically solved using multilevel 
methods for both infinite and finite line contact. The proposed model of contact force is based 
on the terms of restitutive force and dissipative force. The restitutive force of the EHD line 
contact is calculated by an explicit force-displacement relationship and two independent 
parameters (stiffness and a surface separation constant). The dissipative contact force term is 
based on a linear viscous damping, which is estimated using the principle of conservation of 
energy for the transient problem. From the parameters of the reduced model of the contact 
force, the forces of the radial roller bearing are obtained. Two commercial bearing models 
were studied: needle rolling element bearing and cylindrical roller bearing. The validation of 
the model was evaluated in experimental test bench of rotor dynamics. A numerical and 
experimental study of the frequency domain using frequency response function (FRF) was 
evaluated. In the time domain, the orbits of the proximity sensors were monitored and the 
discrete Fourier transforms (DFTs) of the amplitudes of the theoretical and experimental 
displacements were compared. 
 
 
Key Words: roller bearings, bearings, lubrication, rotors – dynamics, contact mechanics. 
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𝑏 Metade da largura da área de contato [m] 
𝐶ாு஽ Amortecimento viscoso do contato EHD [N.s/m] 
𝐶௧ Amortecimento viscoso dos contatos EHD da pista interna e 
externa 
[N.s/m] 
𝑑 Deformação elástica [m] 
𝑑௠ Diâmetro primitivo do rolamento [m] 
𝐷 Diâmetro do elemento rolante [m] 
𝑒 Erro (Multigrid)  
𝐸 Módulo de elasticidade [Pa] 
𝐸ᇱ Módulo de elasticidade reduzido [Pa] 
𝐸௧ Parâmetro da equação de movimento do contato 
adimensionalizada 
 
𝑓 Força externa aplicada ao contato [N] 
𝑓஼  Termo dissipativo da força de contato [N] 
𝑓ூ Termo inercial da força de contato [N] 
𝑓௄ Termo restitutivo da força de contato [N] 
𝑓଴ Força externa aplicada ao contato em condição estacionária [N] 
𝑓 Função do lado direito do sistema de equações (Multigrid)  
𝐹 Força adimensionalizada  
𝐹௖ Força de inércia do rolo [N] 
𝐹௥ Força radial externa aplicada ao rolamento [N] 
𝐹௧ Parâmetro da equação de movimento do contato 
adimensionalizado 
 
𝐹௫ Força restitutiva do mancal em 𝑥 [N] 
𝐹௬ Força restitutiva do mancal em 𝑦 [N] 
𝐹௫̇ Força dissipativa do mancal em 𝑥 [N] 
𝐹௬̇ Força dissipativa do mancal em 𝑦 [N] 
 𝐺 Parâmetro do material de Dowson e Higginson  
ℎ Espessura do filme do óleo lubrificante [m] 
ℎ௧ Passo de tempo  
ℎ௫ Espaçamento da discretização da malha em 𝑥  
ℎ௬ Espaçamento da discretização da malha em 𝑦  
ℎ௚ Função matemática da geometria das superfícies [m] 
𝐻 Espessura adimensionalizada do filme do óleo lubrificante  
𝐼௛ு Operador de restrição da malha refinada para a grosseira  
𝐼ு௛ Operador de interpolação da malha grosseira para a refinada  
𝕀ு௛  Operador de interpolação da malha grosseira para a refinada 
(MLMI) 
 
𝐾 Kernel da deformação elástica  
𝐾ாு஽ Rigidez do contato EHD [N/m] 
𝐾௜,௝௛௛ Aproximação discreta da kernel   
𝐾௧ Rigidez total equivalente dos contatos EHD da pista interna e 
externa 
[N/m] 
𝑙 Comprimento longitudinal da área de contato [m] 
𝐿 Parâmetro de lubrificante de Moes  
ℒ Operador diferencial  
𝑚௘ Massa do contato reduzido  [kg] 
𝑀௘ Massa adimensional do contato reduzido  
𝑀 Parâmetro de carga de Moes  
𝑛 Expoente não linear  
𝑛ௗ  Número de dimensões (MLMI)  
𝑛௫ Número de pontos da malha na dimensão 𝑥  
𝑛௬ Número de pontos da malha na dimensão 𝑦  
𝑝 Pressão do filme de óleo lubrificante [Pa] 
𝑝଴ Pressão atmosférica [Pa] 
𝑝௛ Pressão máxima do contato seco de Hertz [Pa] 
𝑃 Pressão do filme de óleo lubrificante adimensionalizada  
𝑃ௗ Folga diametral [m] 
𝑟௦ Raio de singularidade  
 𝑟 Resíduo numérico (Multigrid)  
𝑅 Raio de curvatura [m] 
𝑡 Tempo [s] 
𝑇 Tempo adimensionalizado  
𝑢 Velocidade [m/s] 
𝑢௦ Soma das velocidades das superfícies tangentes à área de 
contato 
[m/s] 
𝑢 Vetor solução (Multigrid) [m/s] 
𝑈 Parâmetro de velocidade de Dowson e Higginson  
𝑣 Deflexão do corpo a partir de um carregamento 𝑓 [m] 
𝑊 Parâmetro de carga de Dowson e Higginson  
𝑥, 𝑦 e 𝑧 Sistema de coordenadas do sistema [m] 
𝑋, 𝑌 e Z Sistema de coordenadas adimensionais do sistema  
z Índice de pressão da viscosidade  




𝛼 Coeficiente de pressão-viscosidade [Pa-1] 
𝛼௔ Ângulo do contato angular [rad] 
𝛼 Parâmetro adimensional do modelo EHD  
𝜕 Operador de derivada parcial  
𝛿 Distância resultante da aproximação dos dois corpos em contato 
EHD 
[m] 
𝛿௛ Aproximação da deformação elástica do contato Hertziano [m] 
𝛿௥ Deslocamento radial do rolamento [m] 
𝛿௫ Deslocamento do centro do mancal na direção 𝑥 [m] 
𝛿௬ Deslocamento do centro do mancal na direção 𝑦 [m] 
𝛿଴ Aproximação 𝛿 entre os corpos em regime estacionário [m] 
∆𝛿 Coordenada 𝛿 − 𝛿଴ [m] 
∆𝐹  Constante de separação de superfícies EHD [N] 
 ∆𝐹௧ Constante de separação de superfícies EHD total equivalente 
dos contatos EHD da pista interna e externa 
[N] 
∆ത Aproximação adimensionalizada dos dois corpos em contato 
EHD 
 
𝜂 Viscosidade do fluido lubrificante [Pa.s] 
𝜂଴ Viscosidade à pressão atmosférica [Pa.s] 
?̅? Viscosidade adimensionalizada do fluido lubrificante  
𝜆 Parâmetro adimensional do modelo EHD  
𝜈 Coeficiente de Poisson  
𝜉 Parâmetro adimensional da Equação de Reynolds  
𝜌 Densidade do fluido lubrificante [kg/m³] 
𝜌௖ Densidade do material dos corpos em contato [kg/m³] 
?̅? Densidade adimensionalizada do fluido lubrificante  
𝜙 Parâmetro adimensional 𝑏/𝑙  
ψ Ângulo de Azimute  [rad] 
ψ଴  Posição angular do primeiro elemento [rad] 
𝜔௖ Velocidade da gaiola do mancal de rolamento [rad/s] 
Ω Domínio espacial  
Ω௘ Velocidade de rotação da pista externa [rad/s] 




ℎ Malha, malha refinada 
𝐻 Malha grosseira 
̇  Derivada em relação ao tempo 
෩  Referente à nova aproximação 
෡  Variável da malha grosseira (Multigrid), aproximação (MLMI) 




1, 2 … Referente aos corpos 1, 2 ... 
𝑖, 𝑗, 𝑘 Índices da malha 
𝑖 Referente à pista interna 
𝑗 Referente ao elemento do mancal 
𝑜 Referente à pista externa 




CS Correction Scheme – Esquema de Correção 
DFT Discrete Fourier Transform – Transformada Discreta de Fourier 
EHD Elastohidrodinâmico(a) 
FAS Full Aproximation Scheme – Esquema de Aproximação Completo 
FEM Faculdade de Engenharia Mecânica 
FRF Frequency Response Function – Função de Resposta em Frequência 
FMG Full Multigrid – Multigrid Completo 
LAMAR Laboratório de Máquinas Rotativas 
MLMI Multilevel Multi-Integration – Integração Múltipla Multiníveis 
RPFO Roller Passaing Frequency of the Outer Ring – Frequência de Passagem 
do Rolo no Anel Externo 
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De acordo com o dicionário britânico Oxford, tribologia é o estudo do atrito, desgaste e 
lubrificação; a ciência da interação das superfícies em movimento relativo. No século XV, 
Leonardo da Vinci (1452-1519) já era um estudioso dos conceitos tribológicos, 
principalmente o atrito. Seus manuscritos sobre o assunto estão espalhados por inúmeros 
países, como a Biblioteca Ambrosia em Milão, a Biblioteca Nacional em Madrid, 
Bibliothèque de L’Institut de France em Paris e a British Library em Londres 
(Hutchings, 2016). O atrito tem papel fundamental, não apenas no contexto de engenharia, 
mas a cada instante em atividades triviais, como riscar um papel com lápis ou caminhar. 
 Porém, em muitas aplicações, o atrito deve ser minimizado visando aumentar a vida útil 
de componentes e a perda de energia entre contatos. Segundo Taylor (1998), 15% da energia 
total da queima de combustível de um motor de combustão interna é consumida por perdas 
mecânicas. Dessas perdas, aproximadamente 90% são decorrentes de atrito, inclusive mancais 
e válvulas. Além disso, o atrito leva ao desgaste. Em equipamentos com mancais de 
rolamento, por exemplo, a evolução no estudo de monitoramento robusto de condição para 
prever falhas está em ascensão, devido à necessidade de garantir o estado saudável de 
operação da máquina e adiar a troca do mancal.  
 
 
Figura 1.1. Imagem de um túmulo em Saqqara, Egito, cerca de 2400 a.C. do transporte da 
estátua de Ti com o primeiro “tribologista” conhecido aplicando lubrificante entre a pista e o 
trenó de madeira. (Dowson, 1998) 
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A lubrificação é uma das formas mais conhecidas e mais antigas de minimizar o atrito. 
No Egito Antigo, lubrificantes rudimentares já eram usados e o conceito de atrito já era 
conhecido (Figura 1.1). Entretanto, somente a partir dos estudos de Beuchamp Tower (1883) 
e, posteriormente, de Osborne Reynolds (1886), criou-se o alicerce do estudo da teoria 
clássica de lubrificação. 
Os regimes de lubrificação são divididos em lubrificação por camada limite, mista e de 
filme de óleo completo. O tipo de lubrificação de filme completo em corpos conformes, como 
o mancal cilíndrico, é a hidrodinâmica. Porém, em contatos não conformes, devido à reduzida 
área de contato que eleva as pressões do filme de óleo, ocorrem deformações elásticas e a 
espessura do filme lubrificante é reduzida em comparação à lubrificação hidrodinâmica. 
Portanto, em contatos não conformes – como engrenagens, mecanismos camo-seguidor e 
mancais de rolamento – o regime de lubrificação elastohidrodinâmico (EHD) é o mais 
recorrente (Figura 1.2).  
Na Figura 1.3 são retratados exemplos de corpos com contato conforme e não 
conforme. Os contatos entre corpos não conformes podem ser pontuais (circular ou elíptico) 
ou de linha, devido ao formato da área de contato. Em problemas de dois elementos esféricos 
em contato, como o da Figura 1.3.(b), a área de contato tem o formato circular; enquanto o 
caso da Figura 1.3.(c) entre dois cilindros tem a área de contato em formato retangular, 
caracterizando o contato de linha.  
 
 
Figura 1.2. Espessura do filme de óleo em um contato sob lubrificação elastohidrodinâmica. 




Figura 1.3. Exemplo de contato entre corpos geométricos sujeitos à força externa 𝐹. 
(A) Contato conforme. (B) Contato pontual ou circular não conforme. (C) Contato de linha 
não conforme. 
 
 Apesar de a predição de falhas ser um dos grandes desafios contemporâneos e da 
crescente inclusão das influências tribológicas na simulação de sistemas mecânicos, os efeitos 
da lubrificação elastohidrodinâmica são comumente negligenciados no comportamento 
dinâmico de mecanismos e componentes, principalmente devido ao custo computacional 
envolvido. Portanto, neste trabalho, propõe-se um modelo reduzido de força de contato EHD 
de linha – em inglês, line contact – comum em mancais de rolamento de rolo cilíndrico, 
rolamentos de agulha e engrenagens (Figura 1.4).  
 
   
(a) (b) (c) 
Figura 1.4. Componentes com contato não conforme em linha sujeito à lubrificação 
elastohidrodinâmica. (a) Mancal de rolamento de rolo cilíndrico (SKF, 2018). (b) Mancal de 
rolamento agulha (NSK, 2018). (c) Redutor de engrenagem (Weg Cestari, 2018)  
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O modelo reduzido de força de contato em parâmetros de rigidez e amortecimento do 
contato lubrificado EHD tem como principal vantagem inserir os efeitos do filme de óleo no 
comportamento dinâmico dos sistemas de forma a tornar mais realístico o modelo estudado. 
No que diz respeito aos rolamentos, o contato entre os elementos do mancal (Figura 1.5) afeta 
significativamente seu equilíbrio dinâmico e, consequentemente, as respostas de vibração do 
rotor. Recentemente, a necessidade de modelagem mais precisa de componentes rotativos tem 
sido exigida devido à sua inestimável contribuição na amplitude de vibração e na predição do 
comportamento dinâmico de todo o sistema mecânico. 
 
 
Figura 1.5. Elementos de um mancal de rolamento de rolo cilíndrico (adaptado de 
Schaeffler, 2018). 
 
Dessa forma, os objetivos desse trabalho são estudar a lubrificação elastohidrodinâmica 
do contato de linha, de forma a propor um modelo reduzido de força de contato EHD em 
parâmetros de rigidez e amortecimento, e aplicá-los no comportamento dinâmico do mancal 
de rolamento. Por fim, são analisados seus efeitos na resposta do sistema rotativo e 
comparados experimentalmente. 
A presente tese de doutorado é dividida em oito capítulos. O conteúdo de cada capítulo 
está resumido a seguir. 
O capítulo 1 contém uma introdução ao tema de estudo e uma visão geral do conteúdo a 
ser apresentado, além dos principais objetivos do trabalho. 
A seguir, no capítulo 2, é apresentada a revisão bibliográfica. Essa foi dividida e 
organizada em dois principais tópicos. O primeiro assunto é a lubrificação 
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elastohidrodinâmica a segunda parte contém a revisão da literatura do modelo de força de 
contato EHD e suas aplicações. 
O capítulo 3 contém a teoria da lubrificação elastohidrodinâmica com as equações que 
governam o modelo: Equação de Reynolds, equação da espessura de filme, relações das 
propriedades do lubrificante com a pressão e equação de movimento. São introduzidos dois 
tipos de contato de linha – o contato de linha infinito e o finito. No contato de linha infinito, é 
feita uma simplificação e é apenas considerada a dimensão tangente à velocidade de rotação 
devido ao comprimento do contato em comparação à sua área de contato. No contato finito, 
são consideras as duas dimensões do contato. Por fim, é apresentada a adimensionalização do 
equacionamento. 
O capítulo 4 aborda a solução numérica do sistema de equações EHD introduzido na 
seção 3. São apresentados os métodos multiníveis Multigrid e MLMI (Multilevel Multi-
Integration) assim como a discretização do equacionamento e o fluxograma da metodologia 
usada para solucionar numericamente o problema. 
O capítulo 5 trata dos modelos de força, tanto do contato lubrificado quanto do mancal de 
rolamento. Primeiramente, são apresentados os modelos de força de contato EHD em termos 
de força restitutiva e dissipativa. Uma vez caracterizado o contato, aplicam-se os coeficientes 
equivalentes ao contato no modelo de força do mancal de rolamento, as quais também são 
separadas em termos restitutivo e dissipativo. Esses dois modelos formam o modelo dinâmico 
do mancal de rolamento sujeito à lubrificação elastohidrodinâmica. 
O capítulo 6 contém os resultados e discussões tanto da parte de simulação numérica 
quanto experimental. Primeiramente, foram analisados os contatos de um mancal de 
rolamento de agulhas e estudada a distribuição de carga. Na segunda parte do capítulo, são 
apresentados os resultados do mancal de rolo cilíndrico NJ 202 do fabricante NSK® usado na 
montagem experimental. Em seguida, há uma breve descrição da bancada onde foram 
realizados os testes experimentais. Foi utilizada uma bancada de rotores localizada no 
Laboratório de Máquinas Rotativas (LAMAR), na Faculdade de Engenharia Mecânica (FEM) 
da Unicamp. O experimento foi dividido em resultados no domínio da frequência e no 
domínio do tempo. No domínio da frequência, foram obtidas as FRFs (Funções de Resposta 
em Frequência) para ajuste do modelo do rotor em elementos finitos. No domínio do tempo, 
foram comparadas as órbitas dos sensores de deslocamento e as DFTs (Transformadas 
Discretas de Fourier) das respostas numéricas e experimentais.  
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2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 
 
 
A revisão bibliográfica foi dividida em duas seções: lubrificação elastohidrodinâmica, 
modelo de força de contato EHD e suas aplicações. Ainda que todos os temas sejam 




2.1. Lubrificação elastohidrodinâmica 
 
 
O estudo antecessor à lubrificação elastohidrodinâmica, o qual originou as equações 
deste modelo, surgiu no século XIX. Em 1881, o físico alemão Heinrich Hertz publicou o 
primeiro estudo de dois corpos esféricos em contato. Essa publicação pioneira considerava a 
deformação elástica do material gerada pelas pressões existentes no contato. Além disso, o 
fluido lubrificante é inexistente entre ambos os corpos, levando à denominação de contato 
seco ou Hertziano. A teoria de Hertz ainda é amplamente aplicada em problemas diversos 
relacionados à mecânica do contato. 
Paralelamente, também ocorriam estudos acerca de lubrificação. Beachamp 
Tower (1883) publicou trabalhos experimentais sobre o atrito em mancais hidrodinâmicos. 
Esses estudos serviram de inspiração para a análise teórica de Osbourne Reynolds. Em 1886, 
o britânico Reynolds publicou o trabalho que viria a se tornar um marco na história da 
lubrificação, buscando explicar a pressão em mancais hidrodinâmicos. Posteriormente, 
Reynolds comparou seus resultados com o experimento de Tower. Essa equação diferencial, 
derivada de Navier-Stokes, veio a ser conhecida contemporaneamente como Equação de 
Reynolds. 
No início do século XX, Martin (1916) aplicou a Equação de Reynolds no problema de 
dentes de engrenagem. O conjunto formado pelo par engrenado foi aproximado como dois 
cilindros rígidos e óleo lubrificante isoviscoso. Porém, a espessura de filme estimada pelo 
estudo era muito pequena frente à rugosidade das superfícies em contato. Ademais, a vida das 
engrenagens era muito superior àquela prevista pelo filme de óleo. Apenas uma espessura de 
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lubrificante maior explicaria a vida dos pares engrenados estudados, o que gerava incoerência 
com os resultados obtidos. 
A primeira solução matemática do problema EHD é datada de 1939, pelo russo Ertel, 
para o contato de linha. Ertel (1939) resolveu simultaneamente a equação do comportamento 
dinâmico do fluido, a deformação elástica dos corpos em contato e a variação da viscosidade 
em função da pressão. Nessa solução, porém, foi considerada que a separação dos corpos era 
fixa e as superfícies de contato eram achatadas elasticamente de acordo com a teoria 
Hertziana e, concomitantemente, separadas por um fino filme de óleo. Dessa forma, Ertel 
pode caracterizar a espessura do filme lubrificante do dente de engrenagem na ordem de 
grandeza de mícron, o que até então era superestimada pelos modelos isoviscosos e rígidos. 
Porém, essa solução não contemplava a mudança no formato do perfil de pressão na entrada 
do contato e, consequentemente, a redução do filme de óleo na região da saída do mesmo.  
Essas limitações de modelo foram vencidas por Petrusevich (1951) com a primeira 
solução numérica para o problema de lubrificação elastohidrodinâmica. Os resultados de 
Petrusevich revelaram características da distribuição de pressão e espessura de filme da 
lubrificação EHD: filme de óleo uniforme na região de contato e a constrição da espessura de 
filme precedido por um pico de pressão local. Graças a sua contribuição, esse pico de pressão 
característico da lubrificação elastohidrodinâmica na região de saída do contato ficou 
conhecido como pico de Petrusevich. 
Dowson e Higginson (1966) estudaram o contato de linha para uma gama variada de 
condições de operação e desenvolveram uma equação para estimar a espessura de filme 
mínima e central do contato em função de parâmetros adimensionais de velocidade, material e 
carga. Ainda na década de 60, Moes apontou que apenas dois parâmetros adimensionais são 
necessários para descrever a espessura de filme no contato de linha infinito (Venner e 
Lubrecht, 2000; Spikes, 2006). 
Em paralelo aos avanços nas soluções teóricas do problema EHD, os estudos no campo 
experimental se desenvolveram. Nos anos 60, a técnica conhecida como interferometria ótica 
começou a ser amplamente usada para medir experimentalmente a espessura de filme EHD 
em contatos circulares (Gohar e Cameron, 1963; Cameron e Gohar, 1966; Foord et al., 1968). 
O equipamento consistia em um sistema no qual uma esfera de metal rolava contra um disco 
feito de vidro. No contato entre a esfera e o disco havia uma fina camada de lubrificante com 
aditivo – usualmente crômio – que refletia parcialmente a luz incidente e permitia a 
visibilidade das franjas no microscópio ótico. 
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Posteriormente aos estudos experimentais pioneiros, realizados em contatos circulares, 
foram feitos testes com o contato de linha. A montagem de experimentos com contatos de 
linha é mais complexa, já que é necessária aplicação de uma carga mais elevada a fim de 
atingir pressões no óleo que caracterizem lubrificação elastohidrodinâmica. Gohar e Cameron 
(1967) mostraram os efeitos nas bordas no contato de linha experimentalmente, apesar da 
limitação do aparato em aplicar força.  
Wymer e Cameron (1974) publicaram um estudo experimental com a medição da 
espessura do filme de óleo em contato em formato de linha usando interferometria ótica e 
equipamento com aplicação de força hidrostática que permitia aplicar cargas mais elevadas. 
Eles mostraram evidências experimentais dos contatos EHD finitos e, por franjas de 
interferência ótica, que a espessura de filme é diferente na região central e próximo à borda. 
Além disso, chegaram à conclusão que a condição de filme de óleo mínimo ocorre próxima à 
borda do rolo. Esse trabalho evidencia a influência da geometria da borda do contato de linha 
em diferentes condições de carga e velocidade, corroborando com a necessidade de estudar o 
contato finito. 
Os primeiros trabalhos teóricos de contato de linha finito surgiram na década de 70, 
uma vez que ficava mais evidente a influência da borda na espessura de filme com as 
evidências experimentais. Bahadoran e Gohar (1974) e Hooke (1977), então, tiveram o 
contato finito como objetivo de estudo, porém aplicando modificações da solução para o 
problema de lubrificação do contato infinito. No mesmo período, em paralelo, Ranger et 
al. (1973) desenvolveram a solução numérica completa para o contato bidimensional circular. 
Hamrock e Dowson (1976a, 1976b, 1977) produziram uma série de trabalhos sobre a solução 
dos contatos circular e elíptico usando o método de Gauss-Seidel e sugeriram equações que 
estimavam a espessura de filme central e mínima em função da elipsidade do contato. 
Mostofi e Gohar (1983) apresentaram a solução numérica para o contato de linha finito, 
sem considerar aproximações do problema de contato infinito, por meio de diferenças finitas 
com malha uniformemente espaçada na direção tangente à velocidade e malha não uniforme 
na direção axial do rolo. Foi feita uma comparação qualitativa com os resultados obtidos por 
Wymer e Cameron (1974) e mostrou-se similaridade do comportamento da espessura de filme 
de óleo, apesar de os autores não conseguirem reproduzir a comparação com os mesmos 
parâmetros experimentais.  
O final da década de 80 foi marcado pelo aperfeiçoamento dos métodos numéricos para 
solucionar o equacionamento EHD. O sistema de equações EHD é não linear e pode se tornar 
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instável em condições de elevadas pressões. Até então, as soluções numéricas dos problemas 
de lubrificação EHD se mostravam limitadas a certas condições de carregamento e métodos 
iterativos diretos. Lubrecht et al. (1986) introduziram a aplicação do método multinível 
(Multigrid) no problema de lubrificação elastohidrodinâmica para os contatos de linha 
infinitos e, no ano seguinte, para o contato circular (Lubrecht et al., 1987). No mesmo ano, 
Lubrecht (1987) apresentou sua tese de doutorado sobre solução numérica do contato EHD 
usando Multigrid e detalhou a eficiência do método. Lubrecht et al. (1988) calcularam a 
espessura de filme de óleo mínima e central do contato EHD circular para várias condições de 
operação e carga. 
A década de 90 foi marcada pela consolidação dos métodos multiníveis. Venner (1991) 
aperfeiçoou a metodologia e o uso das técnicas multiníveis, aplicando não apenas o método de 
Multigrid na solução da Equação de Reynolds, mas o método MLMI (Multilevel Multi-
Integration) proposto por Brandt e Lubrecht (1990) para o cálculo da deformação dos corpos 
em contato de linha infinito (Venner et al., 1990) e circular (Venner e ten Napel, 1992a; 
Venner e ten Napel, 1992b). Em 2000, Venner e Lubrecht publicaram o livro “Multilevel 
Methods in Lubrication”. 
O avanço nos métodos de solução numérica permitiu que o contato EHD fosse resolvido 
em regime transiente. Assim, os efeitos de rugosidade e microestruturas, que se movem com 
as superfícies do contato ao longo da rotação dos corpos, poderiam ser considerados no 
domínio do tempo (Venner e Lubrecht, 1996).  
Além disso, o contato EHD começou a ser estudado do ponto de vista da dinâmica. De 
acordo com Wijnant (1998), o filme de óleo pode influenciar o comportamento dinâmico do 
contato e, consequentemente, a vibração em elementos de máquinas. Wijnant e Venner (1997) 
e Wijnant (1998) estudaram o problema de o contato circular e elíptico transiente e 
propuseram uma equação de movimento capaz de representar a oscilação entre os corpos em 
contato EHD. Posteriormente, esse mesmo equacionamento foi aplicado por Goodyer (2001) 
em seus estudos acerca da solução numérica da resposta transiente. 
Hooke (2003) estudou a dinâmica do contato EHD de linha infinito, calculando a 
variação de espessura de filme, pressão no contato e tensão subsuperficial. Em seu trabalho, 
os efeitos do raio de curvatura, velocidade e força foram isolados de forma a verificar a 
influência de cada parâmetro na resposta dinâmica obtida teoricamente.  
Venner e Wijnant (2005) avançaram no estudo do comportamento dinâmico do contato. 
Nesse trabalho foi investigada a precisão do modelo proposto por Wijnant (1998) para a 
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resposta do contato EHD circular lubrificado com a variação de força no domínio do tempo. 
Foram feitos dois tipos de teste: um de carga oscilatória e um de impacto. Os resultados das 
simulações foram comparados com os experimentos de interferometria ótica conduzidos por 
Sakamoto et al. (2004) para o contato entre uma esfera e um disco em movimento de 
rolamento puro. A correlação entre os resultados experimentais e teóricos foi considerada 
muito boa em prever as variações do filme de óleo.  
Apesar de inúmeros progressos nos estudos do comportamento dinâmico de contatos, 
principalmente circular e de linha infinito, os trabalhos sobre o contato de linha finito 
tardaram um pouco mais para acontecer. Park e Kim (1998) resolveram numericamente o 
problema de lubrificação EHD para o caso de linha finito. Porém, assim como ocorreu no 
trabalho de Mostofi e Gohar (1983), a convergência dos resultados foi limitada a cargas e 
parâmetros de material moderados. O método usado foi diferenças finitas com Newton-
Raphson. Nesse estudo, chegou-se à conclusão que a pressão e a espessura de filme são muito 
próximas para o contato de linha infinito e finito na região central do rolo. À medida que se 
aproxima da região de borda, esses resultados começam a divergir. 
Chen et al. (2001) estudaram o efeito da geometria logarítmica do contato EHD de linha 
finito. O perfil logarítmico é conhecido por diminuir a concentração de tensão nas bordas dos 
contatos. Nesse trabalho, foram comparados resultados experimentais e provenientes de 
simulações numéricas usando o método direto de Jacobi. Kushwaha et al. (2002), usando o 
método de Newton-Raphson, analisaram a influência do desalinhamento entre o rolo e a pista. 
Kushwaha e Rahnejat (2004) investigaram o contato EHD de linha finita no domínio do 
tempo e inseriram pequenas variações de inclinação do rolo na direção axial. 
No início dos anos 2000, as técnicas multiníveis foram empregadas na solução do 
contato de linha finito, o que permitiu o estudo sob condições de cargas mais altas e até 
efeitos térmicos, como visto em Liu e Yang (2002) e Sun e Chen (2006). Zhu et al. (2012) 
estudaram a lubrificação EHD mista considerando geometrias realísticas e efeitos de 
rugosidade. 
Nos últimos anos, perceberam-se duas tendências de temas de estudo na área de contato 
EHD. Primeiramente, são os efeitos de borda livre no contato de linha finito, onde o rolo tem 
um comprimento finito, mas a superfície em que se apoia não termina com a borda do 
elemento rolante, ou seja, os comprimentos dos corpos em contato são considerados 
diferentes na modelagem teórica. Najjari e Guilbault (2014) foram os primeiros a estudar esse 
efeito no contato EHD de linha finito, além de comparar diferentes geometrias de perfil de 
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rolo axial. Zhang et al. (2017), posteriormente, estudaram o contato finito com as duas bordas 
do rolo com o efeito de superfície livre. No mesmo ano, Guo et al. (2017) analisaram esse 
mesmo efeito, mas calcularam a deformação elástica dos corpos considerando quarter-space. 
Outra área da lubrificação elastohidrodinâmica que está sendo desenvolvida é o estudo 
de contatos finitos em condições transientes. Shirzadegan et al. (2016) estudaram os efeitos 
transientes no contato lubrificado entre camo-seguidor. Hultqvist et al. (2018) publicaram um 
trabalho sobre a dinâmica do contato EHD de linha finito usando a equação de movimento 
proposta por Wijnant e Venner (1997) para o contato circular. 
 
 
2.2. Modelo de força de contato EHD e aplicações 
 
 
 Com o início dos estudos do comportamento dinâmico do contato lubrificado, iniciou-se 
a busca por estimar os coeficientes de rigidez e amortecimento do filme de óleo 
elastohidrodinâmico, assim como era já feito para o mancal hidrodinâmico. Portanto, essa 
área de pesquisa é relativamente jovem e surgiu no final do século XX, sendo mais 
profundamente investigada a partir do século XXI com o amadurecimento dos métodos de 
solução numérica do sistema de equações EHD. 
 O estudo considerado pioneiro na área da dinâmica do contato EHD foi produzido por 
Wijnant e Venner (1997) e Wijnant (1998). Em sua tese de doutorado, Wijnant (1998) 
investigou o comportamento dinâmico para o contato circular e elíptico aplicando métodos 
multiníveis e propôs uma expressão adimensional implícita para rigidez e amortecimento 
viscoso do contato lubrificado. A rigidez foi obtida analisando a separação dos corpos em 
contato em condição estática, enquanto o amortecimento foi aproximado a partir da variação 
senoidal de carga e o cálculo da energia perdida no ciclo. Wijnant et al. (1999) aplicaram o 
modelo de contato em mancal de rolamento de esferas. 
 Sarangi et al. (2004a, 2004b) estimaram os parâmetros de rigidez e amortecimento do 
contato lubrificado a partir de derivações de formulações empíricas, visando estudar o mancal 
de rolamento de esferas.  
Nonato e Cavalca (2010) investigaram a natureza não linear do problema EHD e 
sugeriram uma aproximação polinomial explícita à força de contato adimensional para os 
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contatos circulares usando um método de mínimos quadrados, considerando a equação de 
movimento do contato proposta em Wijnant (1998). 
Até então, os estudos de rigidez e amortecimento eram focados em contatos circulares 
ou elípticos. Porém, Wiegert et al. (2013) propuseram um modelo simplificado de contato 
EHD de linha infinito combinando as teorias hidrodinâmica e Hertziana para replicar uma 
resposta vibratória oscilante em regime elastohidrodinâmico. Em vez de resolver o sistema de 
equações EHD completo, a rigidez do modelo hidrodinâmico e a rigidez Hertziana eram 
obtidas separadamente, e então ambas eram combinadas em uma rigidez de contato EHD 
resultante. 
Soluções teóricas do contato de linha infinito sob carregamento oscilatório foram objeto 
de estudo de Ankouni et al. (2014). Os estudiosos propuseram uma expressão de 
amortecimento viscoso linear adimensional calculando o ciclo histerético a partir de 
simulações numéricas de excitação de cargas harmônicas baseadas em parâmetros de 
Moes (1992). Posteriormente, essa expressão foi aplicada em mecanismos de engrenagem 
com contato de linha EHD (Ankouni et al., 2016). 
Nonato e Cavalca (2014) propuseram uma relação carga-deslocamento dimensional 
explícita baseada em uma rigidez não linear e amortecimento viscoso linear do contato 
pontual, possibilitando a caracterização do rolamento radial de esferas. O modelo foi validado 
indiretamente em uma bancada de testes experimentais de dinâmica de rotores. 
Qin et al. (2015) propuseram um cálculo para a rigidez EHD para contatos de linha 
infinitos por análises numéricas para espessura de filme e deformação elástica, considerando a 
rigidez dependente da força de contato aplicada. A rigidez EHD foi investigada variando os 
parâmetros de raio de curvatura, carga e velocidade. Ademais, Qin et al. (2015) analisaram o 
problema no mecanismo camo-seguidor. 
Zhang et al. (2016a) propuseram um modelo de contato de linha infinito com rigidez e 
amortecimento do filme de óleo sob vibração livre baseado em Wijnant (1998). O 
amortecimento foi formulado utilizando o princípio de conservação de energia e a rigidez do 
óleo foi estimada em função da carga aplicada. Zhang et al. (2016b) analisaram os efeitos das 
ondulações nas superfícies e starvation na rigidez do contato, e concluíram que havia uma 
forte relação entre a força aplicada e a rigidez obtida pelo modelo. 
Tsuha et al. (2016, 2017) estenderam a abordagem de Nonato e Cavalca (2014) para 
propor um modelo de rigidez com uma relação de carga-deslocamento explícita para contatos 
de linha EHD e estudou seu efeito no comportamento dinâmico de mecanismos de camo-
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seguidor de translação. Em seus resultados teóricos, o uso da rigidez do contato EHD em 
substituição à rigidez proveniente do modelo Hertziano diminuiu a amplitude de vibração do 
sistema.  
Zhou et al. (2017) usaram o modelo proposto por Qin et al. (2015) para calcular a 
rigidez na direção normal do contato em dentes de engrenagem. Os pesquisadores propuseram 
um modelo de rigidez na direção tangencial, a qual foi calculada a partir da tensão de 
cisalhamento do contato de linha infinito. Zhou et al. (2018) expandiram a sua análise ao 
propor o modelo de amortecimento do contato igualmente nas direções normal e tangencial. O 
modelo de rigidez e amortecimento combinava efeitos do filme de óleo e do dente de 
engrenagem. Foram investigados os efeitos da força de contato, velocidade de rotação e 
número de dentes da engrenagem nos coeficientes combinados, o que dificultou a verificação 
da influência dos parâmetros do filme de óleo de forma isolada. 
Bizarre et al. (2018a) aplicaram o modelo de Nonato e Cavalca (2014) a fim de 
investigar a distribuição de carga em um mancal de rolamento com contato angular e cinco 
graus de liberdade. No mesmo ano, Bizarre et al. (2018b) compararam os modelos de rigidez 
do contato de linha e elíptico propostos respectivamente em Tsuha et al. (2017) e Nonato e 
Cavalca (2014), considerando, inclusive, similaridade na espessura de filme lubrificante e na 
pressão do contato.  
Tsuha et al. (2018) estudaram os coeficientes do contato de um mancal de rolamento de 
agulhas, considerando o modelo de rigidez de Tsuha et al. (2017) e calculando o 
amortecimento viscoso por meio de conservação de energia. Carrer et al. (2018) analisaram o 
sistema rotativo em elementos finitos com mancais de rolamento com contato angular e 
lubrificação elastohidrodinâmica. Por fim, Tsuha et al. (2019) investigaram a influência da 
rigidez do modelo reduzido EHD e da folga na distribuição de carga de um mancal de 
agulhas. 
Nesse contexto, esse trabalho tem como objetivo propor um modelo de contato EHD 
reduzido, a ser aplicado tanto para a geometria de contato de linha infinito quanto finito, e 
posteriormente, investigar o comportamento dinâmico do rolamento de rolos cilíndricos e de 





3. LUBRIFICAÇÃO ELASTOHIDRODINÂMICA 
 
 
Neste capítulo será apresentada a modelagem matemática do problema do contato EHD 
de linha. O modelo é composto pela Equação de Reynolds, a equação da espessura de filme 
lubrificante e a equação de movimento da dinâmica do contato. A Equação de Reynolds é 
responsável por descrever o comportamento do escoamento do óleo, relacionado à pressão do 
filme, a sua espessura e velocidade. A equação da espessura de lubrificante contém o termo de 
elasticidade dos corpos e a equação de movimento relaciona a pressão do óleo com a carga 
externa aplicada. Ademais, devido às grandes pressões no contato, a variação das 
propriedades do fluido lubrificante torna-se imperativa. Dessa forma, relações de viscosidade 
e densidade em função da pressão são aplicadas ao modelo EHD.  
 
 
3.1. Equação de Reynolds 
 
 
A Equação de Reynolds é uma equação diferencial que relaciona a distribuição de 
pressão no filme de óleo com espessura, velocidade, densidade e viscosidade do lubrificante. 
Essa foi proposta por Osbourne Reynolds (1886), a partir das equações de Navier-Stokes, e 
descreve o escoamento de um fluido entre duas superfícies em movimento.  
Uma simplificação feita por Reynolds é que as forças externas e os termos de inércia 
são desprezíveis frente às forças viscosas. Além disso, a espessura entre as superfícies em 
movimento é considerada suficientemente fina de forma que essa na direção z é muito menor 
que as direções x e y (Figura 3.1). Assumindo que não há deslizamento entre as superfícies 
como condição de contorno, o perfil de velocidade em x e y é obtido. Dessa forma, aplicando 







onde ℎ é a espessura do filme lubrificante, 𝑝 é a pressão, 𝜂 é a viscosidade do fluido, 𝜌 é a 
densidade do óleo, 𝑢௦ = 𝑢ଵ + 𝑢ଶ é a soma das velocidades das superfícies 𝑢ଵ e 𝑢ଶ referentes 
aos corpos 1 e 2, 𝑡 é a referência de tempo. O eixo x está alinhado com a direção de rotação 
dos corpos em contato e com a velocidade tangencial 𝑢௦, conforme Figura 3.1. 
 
 
Figura 3.1. Representação bidimensional da geometria do contato de linha. (A) Vista de dois 
corpos em contato com raio de curvatura 𝑅ଵ e 𝑅ଶ. (B) Contato de linha equivalente aos dois 
corpos em contato com raio de curvatura reduzido 𝑅. 
 
Os primeiros termos da Equação (3.1) são chamados de Poiseuille e descrevem o 
escoamento do fluido em função do gradiente de pressão. O termo de Couette ou wedge está 
relacionado ao fluxo em função da velocidade. O termo de squeeze descreve o esmagamento 
do filme de óleo ao longo do tempo. Por fim, o termo stretch está relacionado à variação de 
velocidade ao longo da direção 𝑥. Todavia, nesse trabalho, 𝑢௦ é assumido como constante e, 


























No contato de linha finito, a variação da pressão ao longo da direção 𝑦 é considerada e 
essa é mais representativa próxima às bordas do contato. Na região central do contato, as 
condições de lubrificação tornam-se mais uniformes. Assim, para o problema em que os 
corpos em contato sejam longos e a direção em y é consideravelmente maior que a direção x, 
aproximando-se de uma condição de distribuição de gradiente de pressão uniforme nessa 
direção. Nesse caso, o contato de linha passa a ser chamado de infinito e os efeitos nas bordas 


















Para resolver a Equação de Reynolds, condições de contorno devem ser aplicadas no 
domínio espacial. Como a pressão ambiente é muito pequena em comparação à pressão 
exercita no contato lubrificado, essa é aproximada a zero. Assim, nas fronteiras do domínio, a 
pressão é assumida como nula: 
 
𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0; ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω (3.4) 
 






Fisicamente, o lubrificante é dado como um fluido e não consegue atingir pressões 
abaixo da pressão de vapor. Nesta situação crítica, onde as pressões são muito baixas, o fluido 
forma bolhas e, então, a pressão se limita à pressão de vapor. Esse fenômeno é chamado de 
cavitação e não está previsto na Equação de Reynolds, o que pode acarretar pressões 
negativas em sua solução teórica. Como a pressão de vapor é muito pequena frente às 
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pressões do contato EHD, pode-se considerar que o lubrificante cavita à pressão igual a zero. 
Portanto, tem-se como condição de contorno para a solução da Equação de Reynolds que as 
pressões assumem apenas valores positivos ou nulos em todo o domínio Ω: 
 
𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≥ 0; ∀(𝑥, 𝑦) ∈ Ω (3.5) 
 
 
3.2. Equação de espessura de filme 
 
 
A Equação de Reynolds é usada para calcular a pressão no contato para uma dada 
espessura de filme. A espessura do lubrificante é uma função da deformação elástica dos 
corpos em contato, a qual depende da pressão exercida pelo fluido lubrificante. Para o cálculo 
da deformação elástica, os corpos são considerados elásticos semi-infinitos, pois suas 
deformações são pequenas em comparação à geometria das superfícies não deformadas. O 
material é dado como isotrópico e a deformação é pequena o suficiente para que seja 
considerada linear elástica. 
A expressão da espessura de óleo no problema elastohidrodinâmico é composta de três 
termos: 𝛿(𝑡), ℎ௚ (𝑥, 𝑦) e 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡). 𝛿(𝑡) é a distância resultante da aproximação dos dois 
corpos em contato. ℎ௚(𝑥, 𝑦) é função matemática da geometria das superfícies não 
deformadas, ou seja, anteriores à aplicação de força. 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) é a deformação elástica. 
 
ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑡) = −𝛿 + ℎ௚(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) (3.6) 
 
 
3.2.1. Contato de linha infinito 
 
 
No contato de linha infinito, há apenas variação da espessura de filme ℎ na direção 𝑥, 
assim como a geometria ℎ௚ e a deformação 𝑑. Considerando dois cilindros em contato com 
respectivos raios de curvatura 𝑅ଵ e 𝑅ଶ, a distância ℎ௚ de suas superfícies em função da 
dimensão 𝑥 é: 
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A aproximação para o perfil parabólico não é boa para valores de ௫
ோ
 próximo a uma 
unidade. Porém, como o raio de curvatura é muito pequeno em comparação à largura da área 
de contato, 𝑥/𝑅 ≪ 1, a aproximação parabólica apresenta uma boa precisão em problemas de 
lubrificação EHD (Dowson e Higginson, 1966).  
Além disso, do ponto de vista matemático, essa aproximação permite simplificar o 
problema de dois cilindros em contato. As superfícies dos corpos podem ser aproximadas por 
parábolas com respectivos raios de curvatura 𝑅ଵ e 𝑅ଶ e, de acordo com a Figura 3.1, a 
superfície equivalente pode ser representada por uma parábola de raio 𝑅 próxima a um plano. 



















A deformação elástica é dada pela deformação de ambos os corpos em contato devido à 
força externa. Em um contato de linha, foi considerado que uma força aplicada na direção 𝑧 é 
uniformemente distribuída ao longo do comprimento do contato na direção 𝑦. Ao considerar o 
estado plano de deformações, o deslocamento normal da superfície de um sólido semi-infinito 











onde 𝑤 = 𝑓 𝑙⁄ , 𝑓 é a força externa aplicada, 𝑙 é o comprimento do contato na direção 𝑦, 𝑥଴ é a 
distância onde 𝑣 = 0, 𝐸 é o módulo de elasticidade longitudinal e 𝜈 é o coeficiente de 
Poisson. 
 













Considerando os dois corpos em contato, a deformação elástica da Equação (3.6) pode 
ser descrita como: 
 













onde 𝐸ଵ e 𝐸ଶ são, respectivamente, os módulos de elasticidade dos corpos 1 e 2 em contato e 
𝜈ଵ  e 𝜈ଶ  são os coeficientes de Poisson dos corpos 1 e 2. 
Simplificam-se os termos relacionados aos dados dos materiais dos corpos em contato, 












Substituindo as Equações (3.10), (3.13) e (3.14) na Equação (3.6), tem-se a expressão 
para a espessura de filme do contato infinito: 
 











𝑝(𝑥ᇱ, 𝑡)𝑑𝑥ᇱ (3.15) 
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A Figura 3.2 mostra os termos que compõem a equação da espessura de filme do 
contato EHD. A linha preta tracejada na Figura 3.2 mostra a superfície não deformada dos 
corpos em contato aproximada como parabólica. À medida que os corpos se aproximam, a 
espessura de óleo é comprimida e ocorre o aumento da pressão no contato, o que leva à 
deformação elástica nas superdícies dos corpos em contato. A curva pontilhada em azul 
mostra apenas a deformação dos corpos, não considerando a aproximação dos próprios corpos 
𝛿, sendo puramente ilustrativa para o melhor entendimento dos termos da Equação (3.15) da 
espessura de filme e a distinção entre deformação e 𝛿. A curva em linha cheia verde mostra a 
clássica espessura de filme lubrificante do contato EHD. 
 
 
Figura 3.2. Representação da espessura do filme EHD em linha verde completa. A geometria 
parabólica original em linha tracejada preta. A geometria de contato deformada e não 
deslocada em linha pontilhada azul. A diferença entre a linha preta e a azul é a deformação 





3.2.2. Contato de linha finito 
 
 
Uma grande diferença entre o modelo de contato de linha infinito e o finito é verificada 
na equação da espessura de filme de óleo, visto que é necessário integrar a pressão nas duas 
dimensões para obter a deformação característica da lubrificação EHD. Negligenciando as 
tensões tangenciais nas superfícies para o contato bidimensional, o deslocamento normal 









Seguindo o raciocínio aplicado ao contato infinito, a deformação elástica também pode 
ser obtida em função da pressão por meio de integração, porém considerando tanto a direção 







ඥ(𝑥 − 𝑥ᇱ)ଶ + (𝑦 − 𝑦ᇱ)ଶஐ
 (3.17) 
 
Dessa forma, somando-se as deformações de ambos os corpos em contato, a deformação 








ඥ(𝑥 − 𝑥ᇱ)ଶ + (𝑦 − 𝑦ᇱ)ଶஐ
 (3.18) 
 
E a espessura de filme do contato de linha finito é dada por: 
 


















3.3. Relação viscosidade-pressão 
 
 
Devido às elevadas pressões geradas no contato EHD, ocorre a variação das 
propriedades dos fluidos. Sabe-se que há um aumento significativo da viscosidade com o 
aumento da pressão, o que caracteriza a lubrificação EHD como um regime piezo viscoso. 
Uma relação de viscosidade-pressão muito conhecida foi proposta por Barus (1893): 
 
𝜂(𝑝) = 𝜂଴ exp(𝛼 𝑝) (3.20) 
 
onde 𝜂଴ é a viscosidade à pressão atmosférica e 𝛼 é o coeficiente de pressão-viscosidade.  
 
Atualmente, a expressão exponencial desenvolvida por Barus (1893) ainda é muito 
utilizada devido à sua simplicidade. Porém, essa relação não é precisa para aplicações a 
pressões elevadas (Lubretch, 1987). 
Uma relação mais precisa e abrangente, capaz de estimar a viscosidade para valores de 
pressão superiores, foi proposta por Roelands (1966): 
 







onde 𝜂଴ é a viscosidade na pressão atmosférica 𝑝଴, 𝑧 é a razão de pressão da viscosidade 𝜂 e 𝑝 
é a pressão manométrica dada em [Pa]. 
 












Portanto, a relação viscosidade-pressão de Roelands (1966) pode ser escrita como: 
 
𝜂(𝑝) = 𝜂଴ exp ൜
𝛼 𝑝଴
𝑧












= [ln(𝜂଴) + 9,67] (3.24) 
 
 
3.4. Relação densidade-pressão 
 
 
Outra propriedade que é influenciada pelo aumento da pressão no contato é a densidade. 
Em mancais hidrodinâmicos com óleo mineral lubrificante, a variação da densidade com a 
pressão normalmente é negligenciada. Porém, para problemas sob lubrificação EHD, é 
importante considerar a compressibilidade do fluido.  
Uma relação densidade-pressão foi proposta por Dowson e Higginson em 1966, onde 𝜌଴ é 
a densidade ρ à pressão ambiente: 
 
𝜌(𝑝) = 𝜌଴  ቆ
5,9 ∙ 10଼ + 1,34 ∙ 𝑝
5,9 ∙ 10଼ + 𝑝
ቇ (3.25) 
 
Observa-se na Equação (3.25) que o limite de compressibilidade do fluido é de a 
aproximadamente 34%. Portanto, o efeito da deformação elástica é bem mais expressivo que 
o efeito da compressibilidade do óleo no contato EHD. 
 
 
3.5. Equação de movimento 
 
 
Visando o equilíbrio de forças no modelo, a distribuição de pressão no contato – obtida 
pela equação de Reynolds – deve-se equilibrar a carga externa aplicada 𝑓଴ em condição 
estacionária. As Equações (3.26) e (3.27), respectivamente, apresentam o equilíbrio de forças 
para o problema estático no caso unidimensional (infinito) e bidimensional (finito) em que 𝑙 é 













A convergência do equilíbrio de força das Equações (3.26) e (3.27) está relacionada à 
aproximação entre os corpos rígidos (𝛿) nas Equações (3.15) e (3.19). É importante destacar 
que o termo de squeeze డ(ఘ௛)
డ௧
 na Equação de Reynolds não é considerado na condição de 
equilíbrio estático. 
Quando o problema não está em estado estacionário, faz-se necessário considerar os 
efeitos transientes por meio da equação de movimento (Wijnant, 1998) tanto para o contato 
infinito – Equação (3.28) – quanto para o caso finito – Equação (3.29): 
 
𝑚௘?̈?(𝑡) + 𝑙 න 𝑝(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥
ஐ
= 𝑓(𝑡) (3.28) 
 




onde ?̈?(𝑡) é a aceleração entre corpos em contato, 𝑚௘ = 𝜋𝑅ଶ𝑙𝜌௖ é a massa do contato 
reduzido, 𝑙 é o comprimento efetivo da superfície de contato, 𝜌௖ é a densidade do material dos 
corpos de contato e 𝑓(𝑡) é a força de contato. 
 
Quando o regime está em estado estacionário, ?̈?(𝑡) tende a zero e a equação de 
movimento se reduz para a equação do balanço de forças. Quando uma excitação harmônica 
de amplitude 𝐴 e frequência de excitação 𝜔௘ é aplicada, a força pode ser descrita de forma 
que 𝑓(𝑡) = 𝑓଴൫1 + 𝐴 𝑠𝑒𝑛(𝜔௘𝑡)൯. Entretanto, em problemas de vibração livre, 𝑓(𝑡) = 𝑓଴ onde 
𝑓଴ é a carga estática aplicada no contato. A solução transiente da equação de movimento é 




3.6. Equações adimensionais  
 
 
Nas seções 3.1 a 3.5 foram introduzidas às equações que regem o problema do contato 
de linha sob lubrificação elastohidrodinâmica. A fim de simplificar o problema e prepará-lo 
para ser solucionado numericamente, é interessante adimensionalizar as variáveis, uma vez 
que esse processo é capaz de reduzir significativamente o número de parâmetros. 
A adimensionalização clássica das equações do sistema EHD é baseada nos parâmetros 
do modelo Hertziano de contato seco (Hertz, 1881). A Figura 3.3 mostra o perfil de pressão 
baseado na teoria de Hertz, além de ilustrar a área de contato entre os dois corpos. O 
comprimento do contato 𝑙 geralmente é um parâmetro conhecido, uma vez que é o 








onde 𝑅 é o raio de curvatura equivalente, 𝑙 é o comprimento, 𝐸ᇱ é o módulo de elasticidade 




Figura 3.3. Distribuição de pressão do contato Hertziano, onde 𝑏 é metade da largura da área 
de contato e 𝑙 é o comprimento da área de contato (adaptado de Norton, 2013). 
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O perfil de pressão do contato Hertziano tem um formato característico parabólico 
(Figura 3.3) na direção 𝑥 e mantém-se constante na direção 𝑦, de forma que a pressão 𝑝 pode 
ser descrita pela Equação (3.31) e a pressão máxima 𝑝௛ do perfil de pressão é dada pela 
Equação (3.32) quando |𝑥| ≤ 𝑏. 
 







Diferente da pressão e da largura da área de contato, a aproximação entre os corpos 𝛿௛ 
não tem solução analítica que permite calcular a deformação elástica nos corpos com contato 
de linha. Em contatos circulares e elípticos, em contrapartida, essa solução analítica é 
conhecida (Johnson, 1985). Contudo, ao longo dos anos, alguns estudiosos propuseram 
expressões que aproximassem a deformação elástica e a sua relação com a força aplicada ao 
contato de linha (Johnson, 1985; Machado et al., 2012; Skrinjar et al., 2018). Nesse trabalho, 
será usada uma aproximação clássica amplamente usada na dinâmica de mancais de 
rolamento (Palmgren, 1959; Changsen, 1991; Harris, 1991): 
 








A partir dos parâmetros do contato Hertziano (𝑏 e 𝑝௛), dados geométricos do contato (𝑅 
e 𝑙), velocidade tangencial 𝑢௦, força externa aplicada 𝑓଴, densidade 𝜌଴ e viscosidade do fluido 
𝜂଴ à pressão ambiente, as variáveis adimensionais apresentadas na Tabela 3.1 são usadas para 
adimensionalizar todo o sistema de equações EHD. As equações adimensionais são 






Tabela 3.1. Variáveis adimensionais do sistema de equações EHD baseadas na teoria do 
contato de Hertz. 
Variáveis adimensionais 









Razão de largura e comprimento 
da área de contato 
𝑃 = 𝑝 𝑝௛⁄  Pressão 
𝐻 = ℎ 𝑅 𝑏ଶ⁄  Espessura de filme 
∆ത = 𝛿 𝑅 𝑏ଶ⁄  
Deslocamento dado pela 













?̅? = 𝜌 𝜌଴⁄  Densidade do fluido lubrificante 
?̅? = 𝜂 𝜂଴⁄  Viscosidade do fluido lubrificante 
 
 
3.6.1. Contato de linha infinito 
 
 
No contato de linha infinito, são desconsideradas as variações de pressão ao longo da 
direção 𝑦. Portanto, substituindo as variáveis da Tabela 3.1, na Equação de Reynolds 



















E 𝜆 é também uma variável adimensional dada por: 
 
𝜆 =




Adimensionalizando a equação da espessura de filme, dada pela Equação (3.15), tem-se: 
 










Dado que 𝛼ത é um parâmetro adimensional descrito como: 
 
 𝛼ത = 𝛼 𝑝௛ (3.37) 
 
A viscosidade adimensionalizada ?̅? obtida pela relação de viscosidade-pressão de Barus 
(1893) (Equação 3.20) é:  
 
?̅?(𝑃) = exp(𝛼ത 𝑃) (3.38) 
 
Em contrapartida, se a viscosidade é dada pela relação de Roelands (1966) (Equação 
(3.23)); a viscosidade adimensional será: 
 
?̅?(𝑃) = exp ቊ
𝛼 𝑝଴
𝑧







Aplicando as variáveis adimensionais na Equação (3.25), a densidade adimensional ?̅? 
em função da pressão adimensional 𝑃 é: 
 
?̅?(𝑃) =  
5,9 ∙ 10଼ + 1,34 ∙ 𝑃 ∙ 𝑝௛





Ao adimensionalizar a equação de movimento para o contato unidimensional – Equação 







= 𝐹(𝑇) (3.41) 
 
Quando o problema EHD é estático, a aceleração ∆ത̈ é nula e a força adimensional 𝐹 é 









Observando as equações adimensionalizadas, percebe-se a considerável redução de 
parâmetros necessários para caracterização de uma solução. Para a situação mais simples, em 
que o problema é estático, o fluido é considerado incompressível e a viscosidade é definida 
pela relação de Barus, apenas os parâmetros 𝜆 e 𝛼ത são suficientes para descrever o problema 
do contato infinito (Venner, 1991). Quando o fluido é considerado compressível 
(Equação 3.40) e a relação de Roelands é usada em substituição à relação de Barus, são 
necessários, além de 𝜆 e 𝛼ത, o coeficiente de pressão-viscosidade 𝛼 e o valor de 𝜂଴ ou 𝑧. Caso 
o problema esteja em regime transiente, também se torna fundamental conhecer a massa 𝑀௘ e 
a força 𝐹, se houver uma força externa excitadora. 
 
 
3.6.2. Contato de linha finito 
 
 
Analogamente ao processo de adimensionalização do equacionamento para o contato 
infinito, as equações do contato de linha finito são adimensionalizadas usando as variáveis da 























= 0 (3.43) 
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Para a equação dimensional da espessura de filme, dada pela Equação (3.19), tem-se a 
versão adimensionalizada: 
 








ඥ𝜙ଶ(𝑋 − 𝑋ᇱ)ଶ + (𝑌 − 𝑌ᇱ)ଶஐ
 (3.44) 
 
As relações de densidade-pressão e viscosidade-pressão adimensionais são as mesmas 
tanto para o contato unidimensional quanto para o bidimensional, e foram apresentadas na 
seção anterior (Equações (3.38), (3.39) e (3.40)). As equações de movimento (Equação 
(3.29)) e do equilíbrio de força (Equação (3.27)) no formato adimensional, para o problema 





ඵ 𝑃(𝑋, 𝑌, 𝑇) 𝑑𝑋 𝑑𝑌
ஐ
= 𝐹(𝑇) (3.45) 
 
ඵ 𝑃(𝑋, 𝑌) 𝑑𝑋 𝑑𝑌
ஐ
− 𝜋 = 0 (3.46) 
 
Assim como no contato de linha infinito, o problema do contato de linha finito pode ser 
caracterizado em função dos parâmetros 𝛼ത e 𝜆 para o caso estático, incompressível e usando a 
relação de viscosidade-pressão de Barus. Todavia, um parâmetro adicional torna-se necessário 
para obter a solução do contato finito: a relação 𝜙 entre a metade da largura da área de contato 
𝑏 e o comprimento do contato 𝑙. 
Na próxima seção serão apresentados os parâmetros adimensionais mais usados para 
caracterizar o problema EHD como alternativa a 𝛼ത e 𝜆. 
 
 
3.7. Parâmetros adimensionais 
 
 
Os parâmetros 𝛼ത e 𝜆 podem ser usados como dados de entrada para a solução do sistema 
de equações EHD. Porém, historicamente, outros grupos adimensionais foram usados para 
esse propósito. Esses grupos adimensionais tem a vantagem de relacionar seus parâmetros a 
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alguma característica física do problema estudado. Os parâmetros propostos por Dowson e 
Higginson (1966), por exemplo, são conhecidos como parâmetro de carga 𝑊, parâmetros de 












𝐺 = 𝛼 𝐸ᇱ (3.49) 
 
Apesar de ainda amplamente usados, os parâmetros sugeridos por Dowson e 
Higginson (1966) são redundantes, de acordo com Venner (1991), uma vez que são 
necessários apenas dois parâmetros. Além disso, 𝑊, 𝑈 e 𝐺 não apresentam intervalos bem 
definidos (Venner e Lubrecht, 2000). Portanto, nesse trabalho, optou-se por dar prioridade aos 
parâmetros de Moes 𝑀 e 𝐿 (Moes, 1992). 
 
𝑀 = 𝑊(2𝑈)ିଵ ଶൗ  (3.50) 
 
𝐿 = 𝐺 (2𝑈)ଵ ସൗ  (3.51) 
 
O parâmetro 𝑀 é denominado parâmetro de carga. Quanto maior a força externa, maior 
o valor de 𝑀 e, consequentemente, maior a deformação elástica no contato. O parâmetro 𝐿 é 
chamado de parâmetro de lubrificante. Quando 𝐿 = 0, significa que o lubrificante é 
isoviscoso. A Figura 3.4 mostra o comportamento da espessura de filme e da pressão no 
contato EHD com a progressão dos parâmetros de carga 𝑀 e de lubrificante 𝐿. Além disso, os 























Figura 3.4. Características da espessura de filme de óleo e pressão no contato EHD em função 
dos parâmetros de carga 𝑀 e de lubrificante 𝐿. As curvas na cor vermelha representam a 
distribuição de pressão no contato, enquanto as curvas azuis são as espessuras de filme de 
óleo. (Adaptado de Venner, 1991). 
 
No capítulo 3 foram introduzidas as equações do contato de linha lubrificado em regime 
EHD. Como o problema não apresenta solução analítica, é necessário o uso de métodos 
numéricos para resolver esse sistema de equações. Dessa forma, o próximo capítulo aborda a 




4. SOLUÇÃO NUMÉRICA DO SISTEMA DE EQUAÇÕES EHD 
 
 
O objetivo principal desse capítulo é apresentar a metodologia aplicada para resolver 
numericamente o sistema de equações EHD, tanto para o problema de contato de linha 
infinito quando para o contato finito no domínio do tempo. Para isso, foram usados dois 
métodos multiníveis: Multigrid e MLMI (Integração Múltipla Multiníveis do inglês, 
Multilevel Multi-Integration). As técnicas multiníveis têm como principal objetivo acelerar a 
taxa de convergência do problema sem prejudicar a precisão da solução numérica por meio de 
diferentes discretizações de malhas. Esses métodos são consolidados na solução de problemas 
de lubrificação EHD (Spikes, 2006). Nesse trabalho, o algoritmo foi implementado em 
Fortran, baseado em Venner (1991) e Venner e Lubretch (2000). A Figura 4.1 mostra a 
hierarquia de malha dos métodos multiníveis. 
 
 
Figura 4.1. Esquema de discretização de malhas dos métodos multiníveis. (Tsuha, 2015) 
 
Na seção 4.1 é apresentado o método Multigrid, usado para solucionar numericamente 
equações diferenciais e aplicado à Equação de Reynolds. Na seção seguinte, é explicado o 
método MLMI, usado para integração numérica e cálculo da deformação elástica na equação 
da espessura de filme de óleo. Na seção 4.3 são apresentadas as equações discretas do contato 







De acordo com Venner (1991), o uso de uma malha única pode rapidamente eliminar 
frequência similar ao tamanho da sua malha, mas os componentes de baixa frequência têm seu 
processo de convergência prejudicado. Dessa forma, para um problema com frequências 
variadas, como é o caso do sistema de equações EHD, o uso de malhas com níveis de 
discretização variados torna-se interessante, visto que os erros de alta frequência podem ser 
minimizados em malhas mais refinadas, enquanto os erros de baixa frequência são reduzidos 
de forma mais rápida em malhas mais grosseiras. Esse processo pode ser feito de diversas 
formas (Venner e Lubrecht, 2000) e os dois tipos mais conhecidos são o Esquema de 
Correção (Correction Scheme – CS) e o Esquema de Aproximação Completo (Full 
Aproximation Scheme – FAS). 
O Esquema de Correção é exclusivo de problemas lineares. Portanto, nesse trabalho 
optou-se pelo Esquema de Aproximação Completo devido às não linearidades do EHD. 
Assim, um sistema de equações diferenciais genérico pode ser descrito como: 
 
ℒ 𝑢 = 𝑓 (4.1) 
 
onde ℒ é o operador diferencial, 𝑢 é o vetor de solução e 𝑓 é a função do lado direito do 
sistema de equações. 
 
A Equação (4.1) discretizada em uma malha uniforme ℎ é descrita como: 
 
ℒ௛ 𝑢௛ = 𝑓௛ (4.2) 
 
Para obter a solução do problema discretizado, a diferença entre a solução antes do 
processo de relaxação 𝑢௛ e o novo resultado 𝑢෤௛ deve ser minimizado: 
 
𝑒௛ =  𝑢௛ − 𝑢෤௛ (4.3) 
 
onde 𝑒௛ é o erro entre a solução 𝑢௛ e o novo vetor resultado 𝑢෤௛. 
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E o resíduo numérico 𝑟ℎ da equação discretizada do sistema é calculado como: 
 
𝑟௛ = 𝑓௛ − ℒ௛ 𝑢෤௛ (4.4) 
  
Substituindo 𝑓௛ dado pela Equação (4.2) na Equação (4.4), tem-se: 
 
𝑟௛ = ℒ௛ 𝑢௛ − ℒ௛  𝑢෤௛ (4.5) 
 
Como 𝑢௛ pode ser obtido em função do erro 𝑒௛ e do novo vetor resultado 𝑢෤௛ dado pela 
Equação (4.3): 
 
𝑟௛ = ℒ௛ ൫𝑢෤௛ + 𝑒௛൯ − ℒ௛ 𝑢෤௛ (4.6) 
 
Rearranjando a Equação (4.6): 
 
ℒ௛ ൫𝑢෤௛ + 𝑒௛൯ = ℒ௛ 𝑢෤௛ + 𝑟௛ (4.7) 
 
Para a malha grosseira, pode-se escrever o sistema de equações em formato similar à 
Equação (4.2) referente à malha refinada: 
 
ℒு  𝑢ොு = 𝑓መு (4.8) 
 
onde ℒு é o operador diferencial na malha mais grosseira, 𝑢ොு é o vetor solução na malha 
grosseira e 𝑓መு é denominada função do lado direito do método FAS. 
 
O vetor solução 𝑢ොு é dado tanto pela transferência da aproximação 𝑢෤௛ quanto do erro 
𝑒௛ na malha mais refinada. A transferência dos vetores soluções entre a malha fina para a 
grossa é feita pelo operador de restrição 𝐼௛ு, o qual será discutido posteriormente nessa seção. 
 
𝑢ොு = 𝐼௛ு𝑢෤௛ +  𝑒௛ (4.9) 
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 Dessa forma, substituindo a Equação (4.9) na Equação (4.8): 
 
𝑓መு = ℒு ൫𝐼௛ு𝑢෤௛൯ + 𝐼௛ு𝑟௛ (4.10) 
 
 A aproximação do erro da malha grosseira ?̃?ு pode ser estimada em função da 
aproximação 𝑢ு, para solução 𝑢ොு, e do valor de 𝑢෤௛: 
 
?̃?ு = 𝑢ு − 𝐼௛ு𝑢෤௛ (4.11) 
 
Para atualizar a solução da malha refinada a partir da aproximação do erro da malha 
grosseira ?̃?ு, então, usa-se o operador de interpolação 𝐼ு௛: 
 
𝑢௛ = 𝑢෤௛ + 𝐼ு௛  ?̃?ு (4.12) 
 
Todo o equacionamento do Multigrid foi apresentado para duas malhas. Todavia, essa 
metodologia pode ser aplicada em vários níveis, e esse processo é realizado em ciclos. Os 
ciclos mais utilizados são o tipo V (Figura 4.2) e o tipo W (Figura 4.3). 
Na malha mais refinada do ciclo V (Figura 4.2), ocorre um número selecionado de 𝜐ଵ 
pré-relaxações até atingir a malha mais grosseira. Nessa malha menos discretizada, são feitas 
𝜐଴ relaxações decorrentes das aproximações obtidas anteriormente nos níveis mais refinados. 
Por fim, os valores são interpolados de volta para a malha mais fina com o operador de 





Figura 4.2. Ciclo Multigrid tipo V (Tsuha, 2015). 
 
O tipo W (Figura 4.3) é uma modificação do ciclo V. Observa-se que são usados dois 
ciclos para correção em cada nível, o que leva a um número maior de relaxações em vantagem 
ao ciclo V. 
 
 
Figura 4.3. Ciclo Multigrid tipo W (Tsuha, 2015). 
 
Tanto o ciclo W quanto o tipo V iniciam seu processo de convergência a partir da malha 
mais refinada. Todavia, em muitas situações é mais interessante começar a solução numérica 
por um nível de malha mais grosseiro, visando acelerar a convergência. Essa técnica é 
chamada de Multigrid Completo (Full Multigrid – FMG). No FMG podem ser usados tanto 




Figura 4.4. FMG com ciclo V (Tsuha, 2015). 
 
Independentemente do tipo de ciclo, para fazer a transferência de um nível ao outro são 
usados operadores entre malhas. Esses operadores são usados para transferir vetores do nível 
mais refinado ao mais grosseiro – denominado operador de restrição 𝐼௛ு – e também do nível 
menos ao mais discretizado – chamado de operador de interpolação 𝐼ு௛. 
Os operadores entre malhas têm sua notação em formato de stencil. Eles são compostos 
de um vetor para o caso unidimensional e uma matriz para o problema com duas dimensões. 
Para o processo de restrição, Venner e Lubrecht (2000) recomendam o operador de restrição 
de ponderação completa (Figura 4.5) por, como o próprio nome sugere, ponderar o valor 
injetado considerando os pontos vizinhos. O operador de restrição de ponderação completa é 




















Figura 4.5. Operador entre malhas de restrição de ponderação completa. (a) Unidimensional. 
(b) Bidimensional. 
 
O operador que faz a transferência da malha mais grosseira até a malha mais refinada é 
chamado de operador de interpolação e, como o próprio nome sugere, realiza a injeção dos 
valores entre os níveis por interpolação linear (Figura 4.6). A Equação (4.15) apresenta o 
stencil do operador de interpolação para o caso unidimensional do contato de linha infinito e a 



















Figura 4.6. Operador entre malhas de interpolação. (a) Unidimensional. (b) Bidimensional. 
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 Essa seção apresentou o método Multigrid usado para resolver a Equação de Reynolds. 
Na próxima seção, será introduzida outra técnica multiníveis denominada MLMI para cálculo 
da deformação elástica do contato. 
 
 
4.2.MLMI (Multilevel Multi-Integration) 
 
 
A técnica MLMI (Multilevel Multi-Integration) ou Integração Múltipla Multiníveis, é 
um método usado para integração numérica de problemas em que a integral sobre todos os 
pontos do domínio de integração precisa ser calculada em todos os pontos de seu domínio Ω, 
como expresso pela notação genérica (Venner e Lubrecht, 2000): 
 
𝑑(𝑥) = න 𝐾(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑦)𝑑𝑦
Ω
, 𝑥 ∈ Ω ⊆ ℝ௡೏   (4.17) 
 
em que 𝑦 é a variável auxiliar da integral, 𝑢(𝑦) é uma função conhecida, 𝐾(𝑥, 𝑦) é chamado 
de kernel e 𝑛ௗ é o número de dimensões. Para o problema de contato de linha unidimensional 
adimensionalizado, 𝑥 = 𝑋, 𝑦 = 𝑋ᇱ, 𝑢(𝑦) = 𝑃(𝑋ᇱ) e 𝐾(𝑥, 𝑦) = ln (|𝑋 − 𝑋ᇱ|. Para o problema 





A integral da Equação (4.17) discretizada é definida na malha refinada ℎ pela 
Equação (4.18) e na malha grosseira 𝐻 pela Equação (4.19). 
 
𝑑௛(𝑥௜௛) = 𝑑௜
௛ = ℎௗ ෍ 𝐾௜,௝௛௛
௝
 𝑢௝௛ (4.18) 
 
𝑑ு(𝑥ூு) = 𝑑ூ
ு = 𝐻ௗ ෍ 𝐾ூ,௃ுு
௃
 𝑢௃ு (4.19) 
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A substituição da integração múltipla por uma multiplicação de matriz e vetor tem o 
benefício de simplificação do problema, todavia, agrega um erro à solução numérica. Assim 
como na seção anterior, onde o método Multigrid foi apresentado em apenas duas malhas, o 
método MLMI será introduzido com apenas uma malha mais fina (ℎ) e uma mais grosseira 
(𝐻 = 2ℎ), porém esse pode ser expandido para inúmeros níveis.  
Assim, para cada ponto 𝐽, 𝑢௃ு é calculado como: 
 





onde 𝕀ு௛  é o operador entre malhas usado no MLMI.  
 
A simbologia do operador 𝕀ு௛  usado no MLMI é diferente do Multigrid, uma vez que 
esses podem ser de ordens diferentes. Nesse trabalho, foi usado um operador de sexta ordem 







[−1 0 9 16 9 0 −1] (4.21) 
 
A aproximação 𝐾෩௜,௝௛௛ da kernel discretizada 𝐾௜,௝௛௛ é obtida, para cada 𝑗, em função da 
malha fina dada pela interpolação na malha grosseira – Equação (4.22) –, enquanto 𝐾෡௜,௝௛௛ é 
definido pela aproximação de 𝐾௜,௝௛௛ na malha mais discretizada, dada pela interpolação na 
malha grosseira para cada ponto 𝑖 – Equação (4.23). 
 
𝐾෩௜,௝௛௛ = ൣ𝕀ு௛ 𝐾௜,•௛ு ൧௝ (4.22) 
 
 𝐾෡௜,௝௛௛ = ൣ𝕀ு௛ 𝐾•,௝ு௛ ൧௜ (4.23) 
 
Como as kernels da deformação do contato apresentam singularidade, é necessário 
definir um raio de singularidade 𝑟௦. Fora desse raio de singularidade, a kernel é suave o 
suficiente para que as diferenças de 𝐾, 𝐾෩ e 𝐾෡ sejam negligenciadas. Para estimar o raio de 
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singularidade, foram usadas expressões fornecidas por Brandt e Lubrecht (1990) para o 
contato unidimensional e Wijnant (1998) para o problema bidimensional.  
Para os pontos coincidentes da malha refinada e grosseira, ou seja, os pontos pares 
(𝑖 = 2𝐼), 𝑑௜








Para os pontos não coincidentes (pontos ímpares 𝑖 = 2𝐼 + 1), 𝑑௜
௛ é calculado por 
interpolação dos valores de 𝑑ூ




௛ = ൣ𝕀ு௛ 𝑑•ு ൧௜ + ℎ




A Figura 4.7 mostra o fluxograma do método MLMI aplicado ao problema EHD. Para 
um nível inicial 𝑘, a pressão 𝑃(𝑋ᇱ) = 𝑢(𝑦) ou 𝑃(𝑋ᇱ, 𝑌ᇱ) = 𝑢(𝑦) é interpolada por meio da 
Equação (4.20) até atingir a malha mais grosseira. Na malha grosseira, a deformação é 
calculada usando a Equação (4.19). Assim, é feito um processo iterativo da malha grosseira 
até a malha refinada com interpolação e correção, usando o raio de singularidade para calcular 









4.3.Discretização do sistema de equações EHD 
 
 
Nas seções anteriores, foram introduzidos os métodos multiníveis. Assim, nessa parte 
do capítulo, será apresentada a discretização usada nas equações do modelo EHD para contato 






4.3.1. Contato de linha infinito 
 
 
O contato de linha infinito considera apenas uma dimensão espacial, cujo domínio é 
𝑋௔ ≤ 𝑋 ≤ 𝑋௕, espaçamento uniforme na direção 𝑥 dado por ℎ௫ e passo de tempo ℎ௧. A 
Equação de Reynolds adimensionalizada – Equação (3.34) – na forma discreta em que 𝑋 =
𝑋௔ + 𝑖. ℎ௫ e 𝑇 = 𝑘. ℎ௧ é: 
 
𝜉௜ିଵ ଶ⁄ 𝑃௜ିଵ − ൫𝜉௜ିଵ ଶ⁄ + 𝜉௜ାଵ ଶ⁄ ൯𝑃௜ + 𝜉௜ାଵ ଶ⁄ 𝑃௜ାଵ
ℎ௫ଶ
−
1,5𝜌௜𝐻௜ − 2𝜌௜ିଵ𝐻௜ିଵ + 0,5𝜌௜ିଶ𝐻௜ିଶ
ℎ௫
−





Os termos da Equação (4.26) sem o índice de tempo, denotam o termo com índice 𝑘, de 
forma que, por exemplo, 𝑃௜ = 𝑃௜,௞. Esse artifício foi usado para facilitar a leitura do 
equacionamento em toda seção.  
Pela condição de cavitação: 𝑃௜ ≥ 0. Os termos 𝜉௜ାଵ ଶ⁄  e 𝜉௜ିଵ ଶ⁄  são os valores 

















Tanto para o termo de Couette ቀడ(ఘഥு)
డ௑
ቁ quanto squeeze ቀడ(ఘഥு)
డ்
ቁ, optou-se por usar 
discretização de segunda ordem à frente, propostas por Venner e Lubrecht (2000) e 
Wijnant (1998), para evitar instabilidade na convergência do algoritmo. 
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A equação da espessura de filme discretizada é: 
 









 𝑃௝ (4.30) 
 
onde 𝑛௫ é o número de pontos da malha em 𝑥 e 𝐾௜,௝௛௛ é a função kernel: 
 









Considerando que 𝑋௃ − 𝑋ᇱ > 0 dentro do domínio da integração, a kernel discretizado é 
(Venner, 1991): 
 
𝐾௜,௝௛௛ = ൬𝑖 − 𝑗 −
1
2
൰ ℎ௫ ൤ln ൬ฬ𝑖 − 𝑗 +
1
2
ฬ൰ ℎ௫ − 1൨
− ൬𝑖 − 𝑗 −
1
2
൰ ℎ௫ ൤ln ൬ฬ𝑖 − 𝑗 −
1
2
ฬ ℎ௫൰ − 1൨ 
(4.32) 
 
Quando o problema está em situação estática, a Equação (3.42) do equilíbrio de força 










Para o cálculo em regime transiente, é usado o integrador de Newmark de segunda 
ordem, recomendado por Wijnant (1998) e Goodyer (2001): 
 





























= 𝐹௧ (4.36) 
 













4.3.2. Contato de linha finito 
 
 
O contato de linha finito tem o domínio composto por duas dimensões espaciais: 𝑋௔ ≤
𝑋 ≤ 𝑋௕ e 𝑌௔ ≤ 𝑌 ≤ 𝑌௕. O espaçamento nos pontos da malha em 𝑥 (ℎ௫) e em 𝑦 ൫ℎ௬൯ é 
uniforme e o passo temporal é ℎ௧. Analogamente à Equação de Reynolds unidimensional, 
dado que 𝑋 = 𝑋௔ + 𝑖. ℎ௫, 𝑌 = 𝑌௔ + 𝑗. ℎ௬ e 𝑇 = 𝑘. ℎ௧, a Equação de Reynolds discreta para o 
contato de linha finito é: 
 
𝜉௜ିଵ ଶ⁄ ,௝𝑃௜ିଵ,௝ − ൫𝜉௜ିଵ ଶ⁄ ,௝ + 𝜉௜ାଵ ଶ⁄ ,௝൯𝑃௜,௝ + 𝜉௜ାଵ ଶ⁄ ,௝𝑃௜ାଵ,௝
ℎ௫ଶ
+ ϕଶ
𝜉௜,௝ିଵ ଶ⁄ 𝑃௜,௝ିଵ − ൫𝜉௜,௝ିଵ ଶ⁄ + 𝜉௜,௝ାଵ ଶ⁄ ൯𝑃௜,௝ + 𝜉௜,௝ାଵ ଶ⁄ 𝑃௜,௝ାଵ
ℎ௬ଶ
−
1,5𝜌௜𝐻௜ − 2𝜌௜ିଵ𝐻௜ିଵ + 0,5𝜌௜ିଶ𝐻௜ିଶ
ℎ௫
−






E os termos 𝜉௜,௝, 𝜉௜ିଵ ଶ⁄ ,௝, 𝜉௜ାଵ ଶ⁄ ,௝, 𝜉௜,௝ିభమ



























A equação da espessura de filme discretizada é: 
 















onde 𝑛௫ e 𝑛௬ são a quantidade de pontos da malha em 𝑥 e 𝑦. 𝐾௜,௜ᇲ,௝,௝ᇲ
௛௛  é a função kernel tal que: 
 
𝐾௜,௜ᇲ,௝,௝ᇲ
௛௛ = න න
𝑑𝑋ᇱ𝑑𝑌ᇱ














E a kernel discretizado pode ser calculado analiticamente, segundo Wijnant (1998): 
 
𝐾௜,௜ᇲ,௝,௝ᇲ
௛௛ = ห𝑋௣ห arcsinh ቆ
𝑌௣
𝑋௣
ቇ + ห𝑌௣ห arcsinh ቆ
𝑋௣
𝑌௣
ቇ            
− |𝑋௠| arcsinh ൬
𝑋௣
𝑋௠




− ห𝑋௣ห arcsinh ቆ
𝑌௠
𝑋௣




+ |𝑋௠| arcsinh ൬
𝑌௠
𝑋௠
















𝑌௣ = ቆ𝑌௝ − 𝑌௝ᇲ +
ℎ௬
2
ቇ ϕൗ  
𝑋௠ = ቆ𝑌௝ − 𝑌௝ᇲ −
ℎ௬
2
ቇ ϕൗ  
(4.48) 
 
A equação do equilíbrio de força para o problema estático no caso bidimensional é dada 
pela Equação (4.49) e a equação de movimento é representada pela Equação (4.50). Observa-
se que os parâmetros 𝐸௧ e 𝐹௧ são os mesmos do contato unidimensional (Equações (4.37) e 
(4.38)), uma vez que é usado o mesmo integrador de Newmark. 
 















= 𝐹௧ (4.50) 
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4.4.Fluxograma da solução numérica 
 
 
A Figura 4.8 apresenta o fluxograma da solução do equacionamento EHD com o 
objetivo de ilustrar a metodologia usada para resolver o problema numericamente. 
Inicialmente, são dados os parâmetros de entrada do fluido lubrificante – 𝛼 e 𝜂଴ - dependendo 
da expressão usada para relação viscosidade-pressão, de Barus ou Roelands. Além disso, são 
inseridos os parâmetros de Moes (𝑀 e 𝐿) calculados por meio das Equações (3.50) e (3.51). 
Caso o contato de linha seja finito, ainda é necessário o parâmetro adimensional 𝜙 descrito na 
Tabela 3.1. Por fim, são necessárias também as informações a respeito dos métodos usados, 
como número de pontos da malha, quantidade de níveis e o tipo de ciclo Multigrid (V ou W). 
Caso o problema seja resolvido para o caso transiente, é necessário definir o tempo final 
adimensional a ser analisado no problema em questão. 
Depois que os parâmetros iniciais são definidos, é feito o chute inicial da aproximação 
∆ത e da distribuição de pressão por Hertz. Então, a espessura de filme inicial é calculada 
usando o MLMI. O fluxograma do MLMI foi apresentado na Figura 4.7. 
Uma grande dificuldade da convergência da solução EHD ocorre devido à variação de 
valores do coeficiente 𝜉 da Equação de Reynolds, o qual é avaliado pela Equação (4.40). Nas 
regiões de baixa pressão, o filme de óleo aumenta e 𝜂 ഥassume um valor próximo a uma 
unidade, de forma que 𝜉 ≫ 1. Porém, na região de alta pressão, a espessura de filme diminui e 
𝜂 ഥ  aumenta exponencialmente (Equação (3.38) e (3.39)). Como resultado, de acordo com 
Venner (1991), o coeficiente 𝜉 pode variar de 10ିସ a 10ଶ. Nesse caso, Venner e Lubrecht 
(2000) recomendam o uso de relaxação híbrida, combinando as relaxações de Jacobi e de 
Gauss-Seidel no processo iterativo da convergência da pressão. Até um valor limite 𝜉௟௜௠, 
recomenda-se a relaxação de Jacobi, pois essa considera apenas os valores da pressão do 
passo anterior. A partir de 𝜉௠௜௡, usa-se a relaxação de Gauss-Seidel, que utiliza os valores da 
pressão do passo atual. Um valor recomendado de 𝜉௟௜௠ é 0,005 (Nonato e Cavalca, 2008).  
Uma vez que a pressão é atualizada, a espessura de filme é recalculada com a nova 
pressão e a equação de movimento é calculada, assim como o novo valor de ∆ത. Esse processo 
é feito usando a técnica Multigrid apresentada na seção 4.1. Caso haja convergência da 
pressão e da carga aplicada, é feito um incremento de passo temporal. Caso contrário, o 
processo iterativo retorna para recalcular a pressão. O algoritmo é finalizadado quando chega 
ao tempo final estipulado inicialmente. 
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O fluxograma da solução numérica do conjunto de equações EHD encerra esse capítulo. 
No próximo capítulo será apresentado o modelo de forças do contato proposto nesse trabalho, 
assim como o modelo dinâmico do mancal de rolamento. 
 
 
Figura 4.8. Fluxograma do algoritmo e iterações do sistema de equações EHD. 
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Nos capítulos anteriores foi explorada a teoria da lubrificação elastohidrodinâmica e 
como solucioná-la numericamente. A partir da resposta estacionária e transiente do contato 
lubrificado, é proposto um modelo reduzido de força em parâmetros de rigidez e 
amortecimento para o contato EHD. Posteriormente, esse modelo de contato é usado para 
prever o comportamento dinâmico do mancal de rolamento. 
 
 
5.1. Modelo de força de contato EHD 
 
 
O sistema equivalente de filme de óleo EHD deve levar em consideração um termo 
restitutivo e um termo dissipativo para descrever o comportamento dinâmico completo. Do 
ponto de vista do comportamento dinâmico de contato, um modelo de EHD reduzido com um 
único grau de liberdade equivalente pode ser representado por um conjunto EHD de rigidez e 
amortecimento viscoso (Figura 5.1). A Equação (5.1) sintetiza a força de contato total 𝑓(𝑡) 
como uma combinação dos termos inercial 𝑓ூ(𝑡), dissipativo 𝑓஼(𝑡) e restitutivo 𝑓௄(𝑡). 
 




Figura 5.1. Representação local de aproximação mútua δ, velocidade ?̇? e aceleração ?̈? em um 
contato EHD genérico em um único grau equivalente de liberdade: modelo EHD representado 
por uma rigidez reduzida e um amortecimento viscoso (adaptado de Tsuha et al., 2018). 
 
 
5.1.1. Força restitutiva do contato 
 
 
A influência da rigidez é muito maior do que o amortecimento nos problemas 
elastohidrodinâmicos devido à elasticidade dos corpos e à pequena espessura de filme. Em 
Nonato e Cavalca (2010), uma força de contato elíptica EHD foi modelada como uma função 
polinomial cúbica. Embora a função polinomial sinalize o comportamento não linear do 
contato lubrificado dinâmico, isso resultou em vários polinômios de rigidez diferentes para 
um problema de contato idêntico. Embora todos os polinômios cúbicos avaliem uma resposta 
semelhante em torno da posição de equilíbrio, esse modelo cria uma relação de carga 
dependente. Qin et al. (2015) desenvolveram uma formulação para a rigidez de contato de 
linha EHD, porém também dependente da carga. Assim, Nonato e Cavalca (2014) sugeriram 
uma formulação de rigidez independente da carga de contatos elípticos EHD em rolamentos 
de esferas. O modelo de ordem reduzida proposto, validado experimentalmente em uma 







௡ + ∆𝐹 ≅ 𝑓଴ (5.2) 
 
onde 𝐾ாு஽ é a rigidez equivalente EHD, 𝛿଴ é a aproximação 𝛿 entre os corpos em regime 
estacionário, 𝑛 é o expoente não linear e ∆𝐹 é uma constante de separação de superfícies 
EHD.  
 
Os parâmetros da Equação (5.2) são avaliados na posição de equilíbrio, quando     𝑡 =
0. Para um contato de EHD definido pelos parâmetros listados na Tabela 5.1, um modelo 
equivalente de ordem reduzida pode ser encontrado ajustando as posições de equilíbrio 
estático a diferentes níveis de carregamento. O método de Levenberg-Marquardt de ajuste de 
curva (Marquardt, 1963) foi usado para ajustar os parâmetros da Equação (5.2) para os pontos 
gerados por simulações numéricas em seis diferentes velocidades (Figura 5.2). 
 
 
Figura 5.2. Força de contato versus aproximação dos corpos para diferentes velocidades 
























Tabela 5.1. Parâmetros geométricos e de material do contato EHD. 
Raio de curvatura 
reduzido R [m] 
Módulo de 
elasticidade 
reduzido E' [GPa] 
Comprimento 




0,008577 230,769 0,015 0,3 
 
A Tabela 5.2 lista os valores de 𝐾ாு஽, 𝑛 e ∆𝐹 obtidos pelo método de ajuste de curvas 
de Levenberg-Marquardt. S² é o coeficiente de determinação do ajuste e seu valor varia de 
zero a um. À medida que o coeficiente de determinação se aproxima de um, melhor é a 
correlação entre as curvas ajustadas e os pontos obtidos a partir do modelo numérico. 
Consequentemente, os coeficientes 1-S² mostrados na Tabela 5.2 evidenciam que a 
Equação (5.2), previamente desenvolvida para contatos elípticos EHD (Nonato e 
Cavalca, 2014), também pode ser aplicada para ajustar os problemas de contato de linha. 
 
Tabela 5.2. Coeficientes de rigidez EHD obtidos pela Equação (5.2) para os casos mostrados 
na Figura 5.2. 




 x 108 [N/mn+1] n 1-S² 
6,29 65558,92 1790,204 1,0157 5,312 x 10-7 
5,03 57285,67 1814,058 1,0166 4,989 x 10-7 
3,78 48172,20 1841,175 1,0175 3,648 x 10-7 
2,52 37773,98 1867,083 1,0183 1,447 x 10-7 
1,26 24923,88 1863,584 1,0177 2,505 x 10-7 
0,21 8429,27 1724,545 1,0108 1,201 x 10-6 
 
É perceptível, no entanto, que o parâmetro exponencial não linear 𝑛, em todos os casos 
estudados, está próximo da unidade. Assim, uma aproximação linear para a força de contato 
de linha EHD é proposta (Tsuha et al., 2017) como: 
 
𝐾ாு஽ 𝛿଴ + ∆𝐹 ≅ 𝑓଴ (5.3) 
 
A Tabela 5.3 lista os coeficientes de rigidez obtidos pelo ajuste da Equação (5.3) aos 
mesmos pontos dados na Figura 5.2. Os coeficientes 1-S², apesar de maiores que os mostrados 
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na Tabela 5.2, ainda demonstram boa representação do comportamento de contato de linha 
EHD. A formulação linear proposta tem a vantagem de não exigir métodos sofisticados de 
ajuste de curvas para o ajuste de rigidez EHD, sendo de mais fácil aplicação a problemas com 
condições de contato variáveis, como em torno de um perfil envolvente de dente de 
engrenagem ou um perfil do mecanismo camo-seguidor (Tsuha et al., 2016). 
 
Tabela 5.3. Coeficientes de rigidez EHD obtidos pelo novo modelo para força de contato da 
linha EHD. 




 x 108 [N/m2] 1-S² 
6,29 64312,06 1455,563 2,717 x 10-5 
5,03 55964,63 1458,924 3,197 x 10-5 
3,78 46747,07 1463,502 3,659 x 10-5 
2,52 36212,59 1470,098 3,908 x 10-5 
1,26 23272,04 1480,853 3,358 x 10-5 
0,21 7409,69 1498,262 1,542 x 10-5 
 
Para verificar a eficiência do modelo computacional, analisa-se a diferença entre a força 
externa aplicada ao contato e a carga resultante estimada pelo modelo reduzido de força 
restitutiva (Tabelas 5.4 e 5.5). 
 
Tabela 5.4. Erro entre força externa de 100 000 ே
௠
 e carga calculada pelo modelo reduzido. 
Velocidade 𝒖 [m/s] Deslocamento 𝜹𝟎 [m] 
Carga calculada pelo 
modelo [N/m] 
Erro % 
0,21 6,20 x 10-7 100324,15 0,32% 
1,26 5,21 x 10-7 100367,72 0,37% 
2,52 4,36 x 10-7 100266,24 0,27% 
3,78 3,65 x 10-7 100111,44 0,11% 
5,03 3,02 x 10-7 99955,19 0,04% 





Tabela 5.5. Erro entre força externa de 300 000 ே
௠
 e carga calculada pelo modelo reduzido. 
Velocidade 𝒖 [m/s] Deslocamento 𝜹𝟎 [m] 
Carga calculada pelo 
modelo [N/m] 
Erro % 
0,21 1,95 x 10-6 300137,72 0,046% 
1,26 1,86 x 10-6 300081,64 0,027% 
2,52 1,79 x 10-6 300016,90 0,006% 
3,78 1,73 x 10-6 299970,97 0,010% 
5,03 1,67 x 10-6 299949,28 0,017% 
6,29 1,61 x 10-6 299946,41 0,018% 
 
Para cada carga e velocidade, o algoritmo multinível computacional avalia uma 
distância de aproximação mútua entre os corpos 𝛿଴. Considerando os coeficientes de rigidez 
EHD 𝐾ாு஽, ∆𝐹 e o deslocamento 𝛿଴, as forças foram calculadas usando a Equação (5.3) e 
apresentadas nas Tabelas 5.4 e 5.5 para cargas aplicadas de 100 000 𝑁/𝑚 e 300 000 𝑁/𝑚. 
O erro entre a carga externa aplicada e a estimativa pela equação do modelo proposto de força 
restitutiva é menor que 1%, o que mostra boa aproximação para ambos os casos em todas as 
velocidades consideradas. Para forças externas superiores a 300 000 𝑁/𝑚, o erro foi inferior 
a 0,1%. 
Portanto, a Equação (5.4), proposta para a força restitutiva, mostra-se uma boa 
aproximação para o problema de contato EHD de linha. Uma vez que 𝐾ாு஽ e ∆𝐹 são 
avaliados, esses parâmetros podem ser aplicados na análise no domínio do tempo para estimar 
a força dissipativa. 
 
𝑓௄(𝑡) = 𝐾ாு஽𝛿(𝑡) + ∆𝐹 (5.4) 
 
 
5.1.2 Força dissipativa do contato 
 
 
O amortecimento proveniente do óleo em regime EHD, apesar de ter uma influência 
minoritária no comportamento dinâmico do contato, é uma das principais características que 
diferenciam o contato lubrificado do problema Hertziano. Para entender a influência do 
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amortecimento no modelo dinâmico EHD, é necessário resolver a equação de movimento no 
domínio do tempo (Equações (3.28) e (3.29)). Além disso, uma vez que as características 
relacionadas à rigidez do filme de óleo são obtidas, é mais fácil definir quais são os efeitos da 
parte dissipativa da dinâmica do contato EHD via Equação (5.4). 
Primeiro, o termo de força dissipativa é aproximado pela composição do amortecimento 
equivalente viscoso linear (𝐶ாு஽) do filme de óleo e velocidade ?̇? dado por: 
 
𝑓஼(𝑡) = 𝐶ாு஽ ?̇?(𝑡) (5.5) 
 
Essa aproximação (Equação (5.5)), de acordo com Wijnant (1998) e Ankouni et 
al. (2014), é válida dado o comportamento histerético do contato EHD sujeito a forças 
harmônicas. 
O termo de inércia da Equação (5.1) é análogo à inércia das Equações (3.28) e (3.29), e 
pode ser escrito como: 
 
𝑓ூ(𝑡) = 𝑚௘?̈?(𝑡) (5.6) 
 
Logo, substituindo os termos restitutivo, dissipativo e inercial, dados respectivamente 
pelas Equações (5.4), (5.5) e (5.6), na Equação (5.1) para a condição de vibração livre, tem-se 
a equação de movimento da dinâmica do contato EHD em função dos parâmetros do modelo 
reduzido 𝐾ாு஽, 𝐶ாு஽ e ∆𝐹: 
 
𝑚௘?̈?(𝑡) + 𝑐ாு஽?̇?(𝑡) + 𝐾ாு஽𝛿(𝑡) + ∆𝐹 = 𝑓(𝑡) (5.7) 
 
A fim de simplificar a equação de movimento em seu estudo, Zhang et al. (2016a) 
criaram a coordenada ∆𝛿 = (𝛿 − 𝛿଴), de forma que suas derivadas do domínio do tempo 
fossem ∆?̇? = ൫?̇? − 𝛿଴̇൯ e ∆?̈? = ൫?̈? − 𝛿଴̈൯. Observa-se que, para um problema de vibração 
livre, em que a condição inicial parte de uma perturbação na posição de equilíbrio estático, 
tem-se que a velocidade ?̇? e a aceleração ?̈? são nulas para 𝑡 = 0, logo: 
 
?̈?(𝑡 = 0) = 𝛿଴̈ = 0 




Dessa forma, reescrevendo a Equação (5.7) em função da nova coordenada ∆𝛿 e 
substituindo a Equação (5.3) em (5.7), tem-se: 
 
𝑚௘ ∆?̈?(𝑡) + 𝐶ாு஽ ∆?̇?(𝑡) + 𝐾ாு஽ ∆𝛿(𝑡) = 0 (5.9) 
 
Para aproximar o valor do amortecimento viscoso linear, optou-se por usar o princípio 
da conservação da energia, uma vez que a energia dissipada pelas forças viscosas no sistema 
está relacionada ao amortecimento. A energia para os termos inercial, dissipativo e restitutivo 
do sistema da Figura 5.1 são, respectivamente, 𝐸ூ, 𝐸஼, 𝐸௄: 
 
𝐸ூ(𝑡) = න 𝑚௘ ∆𝛿 ̈ 𝑑∆𝛿
∆ఋ(௧)
∆ఋ(଴)





𝐸஼(𝑡) = න 𝐶ாு஽ ∆?̇? 𝑑∆𝛿
∆ఋ(௧)
∆ఋ(଴)







𝐸௄(𝑡) = න 𝐾ாு஽ ∆𝛿 𝑑∆𝛿
∆ఋ(௧)
∆ఋ(଴)





Em um primeiro momento, há apenas energia restitutiva em vibração livre resultante da 
perturbação do deslocamento inicial (Δδ(0) ≠ 0). Com o passar do tempo, em sistemas 
amortecidos, a energia dissipativa é não nula no estado estacionário. Aplicando o princípio de 












Como a rigidez 𝐾ாு஽ já foi obtida no ajuste para o caso estático, o deslocamento ∆𝛿 e a 
velocidade ∆?̇? são dados na solução do sistema de equações do problema do contato EHD 











A expressão dada pela Equação (5.14) para o amortecimento viscoso é semelhante à 
apresentada em Zhang et al. (2016a). No entanto, a rigidez reduzida EHD é proposta para ser 
calculada de forma diferente, sendo 𝐾ாு஽ um parâmetro independente da carga aplicada, 




5.2. Modelo do mancal de rolamento 
 
 
Classicamente, os mancais de rolamento radiais são estudados do ponto de vista 
estático, onde são avaliados o equilíbrio estático e a distribuição de carga nos elementos 
rolantes. A Figura 5.3 indica a distribuição de forças em um rolamento de rolos cilíndricos 
submetido a uma força radial 𝐹௥. Considerando o equilíbrio de forças em cada elemento 
rolante 𝑗, onde 𝐹௖ é a força de inércia do rolo, pode-se escrever: 
 
𝑓௢ೕ − 𝑓௜ೕ − 𝐹௖ = 0 (5.15) 
 
onde 𝑓௢ೕ e 𝑓௜ೕ  são respectivamente as forças aplicadas na pista externa e na pista interna de 
cada contato 𝑗. 
 
As forças 𝑓௢ೕ  e 𝑓௜ೕpodem ser reescritas para cada rolo cilíndrico 𝑗 em função de 𝐾ாு஽ e 
∆𝐹, de acordo com a Equação (5.4) para lubrificação EHD. O equilíbrio de forças na direção 
da carga radial externa é dado por: 
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onde 𝜓௝ é o ângulo azimutal do elemento 𝑗.  
 
Além disso, as pistas internas e externas podem ser relacionadas geometricamente por: 
 
𝛿௥ cos 𝜓௝ −
𝑃ௗ
2
= 𝛿௢ೕ + 𝛿௜ೕ (5.17) 
 
onde 𝛿௥ é o deslocamento radial e 𝑃ௗ é a folga diametral.  
 
A solução do sistema de Equações (5.15), (5.16) e (5.17), usando o método de Newton-
Raphson, leva à distribuição de carga no rolamento radial. 
 
 




Quando o sistema rotativo não está sujeito a forças estáticas, torna-se necessário 
considerar não apenas o equilíbrio de forças no mancal de rolamento, mas também os efeitos 
dinâmicos do mancal de rolamento. Assim, a partir da formulação explícita para a força no 
contato em linha EHD, pode-se modelar o mancal de rolamento em função dos parâmetros de 
rigidez e amortecimento do contato (Figura 5.4). Essa aproximação é feita a fim incluir os 
efeitos não lineares do mancal de rolamento em um sistema no domínio do tempo como, por 




Figura 5.4. Mancal de rolamento modelado em função dos parâmetros do contato de rigidez e 
amortecimento. (a) Mancal de rolamento real. (b) Modelo do mancal de rolamento. 
 
 
5.2.1. Força restitutiva do mancal 
 
 
 O deslocamento equivalente do contato é a soma do deslocamento do j-ésimo elemento 
𝛿𝜓𝑗  entre pista interna e o rolo (𝛿௜ೕ) e o deslocamento da pista externa e o rolo cilíndrico (𝛿௢ೕ), 
ou seja: 
 
𝛿𝜓𝑗 = 𝛿௜ೕ + 𝛿௢ೕ (5.16) 
 




𝑓𝜓𝑗 = 𝐾௧𝛿𝜓𝑗 + ∆𝐹௧ (5.17) 
 
onde 𝐾௧ e ∆𝐹௧ são respectivamente a rigidez e a constante de separação de corpos ∆𝐹 total 
equivalente dos dois contatos – pista interna e pista externa. 
  
Para um mancal com dois graus de liberdade, o deslocamento 𝛿టೕ  de cada elemento de 
rolo está relacionado aos deslocamentos 𝛿௫ e 𝛿௬ de cada grau de liberdade, o ângulo de 
Azimute 𝜓௝ e a folga diametral 𝑃ௗ, logo: 
 





 O ângulo de Azimute é dado por: 
 
ψj = ψ଴ + 𝜔௖𝑡 +
2𝜋
𝑍
(𝑗 − 1) (5.19) 
 
onde ψ଴ é a posição angular do primeiro elemento, Z é o número de elementos e 𝜔௖ é a 
velocidade da gaiola do mancal de rolamento. 
 
 A velocidade da gaiola 𝜔௖ do rolamento é obtida pela Equação (5.20) em função do 
diâmetro do elemento 𝐷, diâmetro primitivo 𝑑௠, velocidade angular da pista externa Ωୣ, 
velocidade angular da pista interna Ω୧ e ângulo de contato  𝛼௔. Para o mancal com 





൫𝑑௠  −  𝐷𝑐𝑜𝑠(𝛼௔)൯ (5.20) 
 
 Dessa forma, as parcelas restitutivas de forças no mancal são dadas por (Figura 5.5): 
 
𝐹௫ = ෍(𝐾௧(𝛿௫ cos ቀψjቁ + 𝛿௬ 𝑠𝑒𝑛(ψj) − 𝑃ௗ/2)) cos (ψj)
௓
௝ୀଵ






𝐹௬ = ෍(𝐾௧(𝛿௫ cos ቀψjቁ + 𝛿௬ 𝑠𝑒𝑛(ψj) − 𝑃ௗ/2)) 𝑠𝑒𝑛(ψj)
௓
௝ୀଵ






Figura 5.5. Esquema do mancal de elementos rolantes com dois graus de liberdade. 
 
 
5.2.2. Força dissipativa do mancal 
 
 
Na Figura 5.4, observam-se que os amortecimentos da pista interna e referente à pista 
externa estão em série. Como são considerados lineares no modelo de força de contato EHD, 












 De forma que a parcela de força dissipativa do contato EHD em linha é dada em função 
do amortecimento 𝐶௧ por: 
 
𝑓?̇?𝑗 = 𝐶௧?̇?𝜓𝑗 (5.24) 
 
onde ?̇?𝜓𝑗 é dado derivando o deslocamento 𝛿𝜓𝑗 em função do tempo por: 
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?̇?𝜓𝑗 = ?̇?௫ cos ቀψjቁ − 𝛿௫ 𝑠𝑒𝑛 ቀψjቁ ψj̇ + ?̇?௬ sen ቀψjቁ − 𝛿௬ cos ቀψjቁ ψj̇  (5.25) 
 
 Dessa forma, a partir da Equação (5.19), tem-se que ψj̇ = 𝜔௖. Portanto, as forças 
dissipativas dos mancais são: 
 
𝐹௫̇ = ෍[𝑐ாு஽ ቀ?̇?௫ cos  ቀψjቁ + ?̇?௬ 𝑠𝑒𝑛 ቀψjቁ
௓
௝ୀଵ
+ 𝜔௖ ൬𝛿௬ cos  ቀψjቁ − 𝛿௫ 𝑠𝑒𝑛 ቀψjቁ൰ቃ cos ቀψjቁ 
(5.26) 
 
𝐹௬̇ = ෍[𝑐ாு஽ ቀ?̇?௫ cos  ቀψjቁ + ?̇?௬ 𝑠𝑒𝑛 ቀψjቁ
௓
௝ୀଵ
+ 𝜔௖ ൬𝛿௬ cos  ቀψjቁ − 𝛿௫ 𝑠𝑒𝑛 ቀψjቁ൰ቃ 𝑠𝑒𝑛 ቀψjቁ 
(5.27) 
 
 Observa-se que o deslocamento 𝛿టೕ  deve ser positivo para garantir condição de 
lubrificação EHD no contato. Quando 𝛿టೕ < 0, o mesmo deve ser considerado nulo 
(Nonato, 2013). Ao somar as parcelas restitutivas e dissipativas de forças, tem-se a força total 
do mancal de rolamento. Essa força é incluída no vetor de forças externas do modelo de 
elementos finitos do rotor – Equação (5.28). As matrizes de elementos finitos são obtidas 
através da formulação de Nelson e McVaught (1976). 
 
[𝑀]{?̈?} + ([𝐶] + Ω[𝐺]){?̇?} + [𝐾]{𝑞} = {𝐹௘} (5.28) 
 
em que [M] é a matriz de massa, [K] é a matriz de rigidez, [C] é a matriz de amortecimento 






6. RESULTADOS E DISCUSSÕES  
 
 
Nesse capítulo serão apresentados os resultados teóricos e experimentais para dois tipos 
diferentes de mancais de rolamento. Primeiramente, será apresentada a análise dos 
coeficientes do contato de um mancal de rolamento de agulhas e a avaliação da influência na 
distribuição de forças no mancal. Como nesse caso, o elemento é consideravelmente longo, 
esse foi aproximado a um caso de contato de linha infinito. A segunda parte do capítulo 
consiste no problema do mancal de rolos cilíndricos com as discussões dos resultados teóricos 
e a posterior validação indireta do modelo dinâmico do mancal na bancada de testes 
experimentais para rotores. 
O estudo visando a presente tese de doutorado gerou publicações em congressos e 
periódico: 
 TSUHA, N. A. H.; NONATO, F.; CAVALCA, K. L. An approach for the equivalent 
stiffness of elastohydrodynamic line contact. In: Proceedings of IMechE 2016 - VIRM11 
- 11th Conference on Vibrations in Rotating Machinery, 2016, p. 355-365, Manchester, 
UK. 
 TSUHA, N. A. H.; NONATO, F.; CAVALCA, K. L. Formulation of a reduced order 
model for the stiffness on elastohydrodynamic line contacts applied to cam-follower 
mechanism. Mechanism and Machine Theory, v. 113, p. 22-39, 2017. 
 TSUHA, N. A. H.; NONATO, F.; CAVALCA, K. L. Stiffness and Damping Reduced 
Model in EHD Line Contacts. In: Proceedings of the 10th International Conference on 
Rotor Dynamics – IFToMM, 2018, v. 1, p. 43-55, Rio de Janeiro, RJ. 
 TSUHA, N. A. H.; NONATO, F.; CAVALCA, K. L. Load distribution in cylindrical 
roller bearing with EHD lubricated contact force. In: Proceedings of the XV International 
Symposium on Dynamic Problems of Mechanics – Diname, 2019, p. 43-55, Armação dos 
Búzios, RJ. 
Dessa forma, parte dos resultados apresentados neste capítulo estão relacionados às 





6.1. Mancal de rolamento de agulha 
 
 
Para entender melhor o comportamento dos parâmetros restitutivos e dissipativos da 
força de contato – 𝐾ாு஽, ∆𝐹 e 𝐶ாு஽ –, o modelo de contato reduzido de linha foi aplicado ao 
rolamento de agulha com carga radial externa. Os mancais de rolamento de agulha são 
conhecidos pela sua capacidade de carga, uma vez que os elementos rolantes são bem 
alongados em relação ao seu raio de curvatura. Portanto, nesse estudo, optou-se por usar o 
modelo de contato de linha infinito. A Tabela 6.1 mostra os dados geométricos nominais do 
rolamento (Figura 6.1) usados na solução numérica. A folga diametral foi considerada, para 
uma análise preliminar, como nula. 
 
 
Figura 6.1. Mancal de rolamento de agulhas NA 4908 fabricado pela SKF® 
(MD Rolamentos, 2019). 
 
Tabela 6.1. Dados geométricos nominais do fabricante do mancal de rolamento de agulhas 
NA 4908. 
Diâmetro primitivo [m] 0,053 
Raio do elemento rolante [m] 0,005 
Comprimento efetivo do contato [m] 0,122 
Número de elementos 22 
 
Inicialmente, o sistema de equações contendo equilíbrio de forças em cada elemento 
rolante (Equação (5.15)), o equilíbrio de forças do mancal (Equação (5.16)) e os 
deslocamentos no rolamento (Equação (5.17)) foi solucionado para velocidade de rotação de 
5000 rpm em caso de contato seco Hertziano (Harris, 1991). Dois níveis de carga radial pura 
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foram aplicados: 30 kN e 50 kN. A distribuição da carga para a pista interna de cada elemento 
de agulha, em função do ângulo de Azimute, é apresentada na Figura 6.2. O elemento 
localizado no ângulo de Azimute nulo é o mais carregado. As forças no contato entre o rolo e 
a pista externa são maiores que as cargas entre rolo e anel interno, devido às forças inerciais 
dos corpos rolantes incluídas no equacionamento no modelo. No entanto, essas diferenças de 
carga entre ambas as pistas, devido às forças inerciais, têm uma contribuição menor em 
relação à magnitude das cargas externas aplicadas. 
 
 
Figura 6.2. Força distribuída nos elementos da pista interna em função do ângulo de Azimute 
para carga externa aplicada ao mancal de 30 kN e 50 kN e velocidade de rotação de 5000 rpm. 
(Adaptado de Tsuha et al., 2018). 
 
 
A Figura 6.3 mostra a resposta de vibração livre do contato lubrificado EHD para o 
elemento mais carregado com 30 kN de força radial. Para a solução numérica, foram usados 
os métodos multiníveis e utilizados 5 níveis com ciclo FMG em ciclo W, sendo a malha 
menos discretizada dada por 16+1 pontos e o passo de tempo igual à discretização da malha 
espacial em 𝑥 do nível 5. Foi usada a relação de viscosidade-pressão de Roelands com os 
dados do fluido lubrificante 𝛼 = 1,48 𝑥 10ି଼ 𝑃𝑎ିଵ e 𝜂଴ = 1,79 𝑥 10ିଶ 𝑃𝑎 ∙ 𝑠 , 𝑧 = 0,68. 
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Figura 6.3. Deslocamento relativo ∆𝛿, velocidade ∆?̇? aceleração ∆?̈?, espessura de filme 
central e mínima, ℎ௖ e ℎ௠, para o contato EHD entre o rolo e a pista interna localizado no 
grau de Azimute 0°. Força radial de 30 kN e velocidade de rotação de 5000 rpm. (Adaptado 
de Tsuha et al., 2018). 
 
O deslocamento 𝛿 oscila em torno da posição de equilíbrio 𝛿଴ no caso estático, 
enquanto o deslocamento relativo ∆𝛿, a velocidade ∆?̇? ̇ e a aceleração ∆?̈? oscilam em torno de 
zero e, finalmente, atingem o zero no estado estacionário. A espessura mínima do filme ℎ௠ 
também oscila, enquanto o sistema equivalente ainda se encontra em estado transiente.  
Comportamentos semelhantes de deslocamento, velocidade, aceleração e espessura de 
filme podem ser observados em um contato de carga menor (Figura 6.4). No entanto, 
comparando a resposta dinâmica entre os dois elementos, o efeito de o amortecimento é 
claramente mais evidente no rolo de carga inferior. Em ambos os casos, a condição inicial 





Figura 6.4. Deslocamento relativo Δδ, velocidade ∆?̇? aceleração ∆?̈?, espessura de filme 
central e mínima, ℎ௖ e ℎ௠, para o contato EHD entre o rolo e a pista interna localizado no 
grau de Azimute 65,45°. Força radial de 30 kN e velocidade de rotação de 5000 rpm. 
(Adaptado de Tsuha et al., 2018). 
 
Todos os elementos carregados da análise dinâmica do rolamento de agulhas foram 
submetidos à simulação de lubrificação EHD em condição transiente. No entanto, para 
elementos levemente carregados, 𝛿 pode ser previsto como negativo (numérico), o que indica 
que o contato característico da lubrificação é mais hidrodinâmico do que elastohidrodinâmico, 
de acordo com Nonato e Cavalca (2014). Os contatos cujo deslocamento 𝛿 é positivo podem 
ser vistos na Figura 6.5 para carga radial de 30 kN e 50 kN. O ajuste de curva foi realizado 
usando o método de Levenberg-Marquardt (Marquardt, 1963). A rigidez EHD obtida para a 
pista interna foi de 1,7346 x 10ଽ ே
௠
 e a força de separação constante EHD foi de 541,80 𝑁, 
enquanto a rigidez reduzida e ∆𝐹 da pista externa foram de 𝐾ாு஽ = 1,7326 x 10ଽ
ே
௠
 e ∆𝐹 =
586,98 N. Como a geometria e o raio de curvatura são diferentes entre as duas pistas, espera-
se que os parâmetros de contato também sejam distintos. O raio de curvatura maior da pista 
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externa permite mais filme de óleo e, consequentemente, mais sustentação na lubrificação, 
levando a uma maior constante de separação de superfícies EHD (ΔF). 
 
 
Figura 6.5. Modelo de força reduzida restitutiva para os contatos entre o rolo e a pista interna 
a 5000 rpm. Os losangos vermelhos são os pontos de cada elemento rolante sob a lubrificação 
EHD na condição de carga radial de 30 kN e os círculos azuis estão relacionados à carga 
radial de 50 kN. (Adaptado de Tsuha et al., 2018). 
 
Ao contrário da rigidez EHD, o amortecimento mostra um comportamento dependente 
da carga (Figura 6.6). Com o aumento de carga, o modelo mostra uma tendência de 
diminuição do amortecimento viscoso, conforme esperado com base nas respostas transientes 
EHD nas Figuras 6.3 e 6.4. Além disso, o comportamento do amortecimento em cada pista 
tem tendência similar, independentemente da aplicação externa de carga. Percebe-se a 
influência geométrica do contato no amortecimento EHD, pois cada anel tem uma curva 
característica. Como a pista interna tem um raio de curvatura menor, a espessura da película 




Figura 6.6. Amortecimento viscoso de contato EHD do rolamento a 5000 rpm e duas 
condições diferentes de nível de carga: 30 kN e 50 kN. (Adaptado de Tsuha et al., 2018). 
 
Com o objetivo de analisar a influência da velocidade de rotação sobre a força de 
contato, analisou-se o rolamento de agulha previamente avaliado sob carga de 50 kN a 
velocidade de rotação de 6000 rpm. O aumento da velocidade causa um incremento na 
espessura do filme. Como consequência, a rigidez de contato tem uma tendência de redução 
em ambas as pistas (Tabela 6.2). 
 
Tabela 6.2. Parâmetros EHD restitutivos do contato nas pistas interna e externa em condições 
de carga radial de 50 kN para 5000 rpm e 6000 rpm. 
Pista interna 
𝐾ாு஽ [N/m] 
5000 rpm 1,7346 x 10ଽ 
6000 rpm 1,7320 x 10ଽ 
∆𝐹 [N] 
5000 rpm 541,80 
6000 rpm 612,33 
Pista externa 
𝐾ாு஽ [N/m] 
5000 rpm 1,7326 x 10ଽ 
6000 rpm 1,7298 x 10ଽ 
∆𝐹 [N] 
5000 rpm 586,98 


















Por outro lado, há um aumento do componente de separação de superfície ∆𝐹 que pode 
ser observado no ajuste de curva da força restitutiva na Figura 6.7. Esse aumento da 
velocidade de rotação, no entanto, reduz o amortecimento (Figura 6.8). Comportamento 
semelhante de amortecimento viscoso no contato de linha EHD infinito foi previsto por 
Ankouni et al. (2016) e Zhang et al. (2016a). Na lubrificação hidrodinâmica, um incremento 
na velocidade enrijece o filme de óleo, como consequência, reduz o amortecimento viscoso, 
sendo um fenômeno físico similar observado aqui. 
 
 
Figura 6.7. Modelo de força reduzida restitutiva para os contatos entre o rolo e a pista interna 
com carga radial pura de 50 kN. Os círculos azuis são os pontos de cada elemento rolante sob 
lubrificação EHD em condições de trabalho de 5000 rpm e os triângulos laranjas estão 















Figura 6.8. Comparação entre o amortecimento viscoso do contato EHD do rolamento a 
5000 rpm e 6000 rpm em 50 kN. (Adaptado de Tsuha et al., 2018). 
 
A fim de avaliar a influência do contato lubrificado em comparação à teoria clássica 
Hertziana na distribuição de forças do mancal, o rolamento de agulha NA 4908 foi simulado a 
5000 rpm, sob carga radial de 50 kN considerando a rigidez de Hertz e a do modelo EHD 
proposto no equilíbrio de forças e em condições de folga diferentes.  
A Figura 6.9 mostra a diferença entre forças de contato seco e lubrificado no rolamento 
de rolos sem folga. A distribuição de carga é semelhante. No entanto, na região mais 
carregada, próximo ao ângulo de Azimute de 0°, o modelo EHD tende a reduzir a força no 
contato do rolo na pista interna. Em contraste, para os rolos menos carregados, à medida que o 
ângulo de Azimute aumenta, o modelo EHD tende a aumentar a força na pista interna. Os 
deslocamentos na pista interna, porém, são consideravelmente menores nos contatos 
lubrificados EHD (Figura 6.10). Essa diferença é causada pelo filme de óleo presente entre os 
corpos de contato na lubrificação elastohidrodinâmica, o qual tem uma rigidez inferior ao 
modelo Hertziano. Ademais, no caso lubrificado ocorre o fenômeno de sustentação entre o 
elemento rolante e a pista e, matematicamente, está relacionado ao termo ∆𝐹 do modelo de 
força restitutiva proposto. 
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Figura 6.9. Comparação da distribuição de carga no rolamento de agulha a 5000 rpm para Pd 
= 0 μm com modelo Hertziano e EHD. (Adaptado de Tsuha et al., 2019). 
 
 
Figura 6.10. Comparação do deslocamento entre os elementos rolantes e a pista interna 𝛿௜ no 
rolamento de agulha a 5000 rpm para Pd = 0 μm com modelo Hertziano e EHD. (Adaptado de 
Tsuha et al., 2019). 
 
O mesmo mancal de rolamento é simulado novamente a 5000 rpm e 50 kN, porém, 
diferentes folgas são consideradas. As Figuras 6.11 e 6.12 apresentam a distribuição de carga 








































do modelo de força de EHD se aproximou à teoria de Hertz. Por outro lado, a folga de 10 μm 
levou a um comportamento contrário ao da Figura 6.9. Na região próxima ao ângulo de 
Azimute 0°, o modelo EHD tende a aumentar a carga do rolo em comparação ao contato seco, 
enquanto que diminui a força de contato para valores elevados do ângulo de Azimute. Ou 




Figura 6.11. Comparação da distribuição de carga no rolamento de agulha a 5000 rpm para 























Figura 6.12. Comparação da distribuição de carga no rolamento de agulha a 5000 rpm 
para Pd = 10 μm com modelo Hertziano e EHD. (Adaptado de Tsuha et al., 2019). 
 
As Figuras 6.13 e 6.14 indicam as diferenças no deslocamento entre os valores das 
folgas para os contatos Hertziano e EHD, respectivamente. Independentemente da folga 
aplicada, a magnitude do deslocamento é maior no contato seco do que no modelo de 
lubrificação EHD devido à presença do filme de óleo. À medida que a folga diametral 
aumenta, os deslocamentos dos rolos próximos ao Azimute 0º tendem a aumentar e os 
elementos próximos ao ângulo azimutal 90º tendem a diminuir. O mesmo comportamento é 
























Figura 6.13. Comparação do deslocamento entre os elementos rolantes e a pista interna 𝛿௜ 
para diferentes folgas utilizando modelo Hertziano. (Adaptado de Tsuha et al., 2019). 
 
 
Figura 6.14. Comparação do deslocamento entre os elementos rolantes e a pista interna 𝛿௜ 


























6.2. Mancal de rolamento de rolo cilíndrico 
 
 
Na seção anterior, o objetivo principal consistia em analisar o mancal de rolamento do 
ponto de vista da distribuição de carga em um problema estático, comparando os efeitos da 
força de contato elastohidrodinâmica e Hertziana. Nessa seção, serão explorados os efeitos do 
comportamento dinâmico do rolamento em um sistema rotativo. Para isso, serão analisados os 
coeficientes do contato EHD para um mancal de rolo cilíndrico NJ 202 (Figura 6.15) usando a 
teoria de contato de linha finito. Posteriormente, serão incluídas as forças não lineares do 
mancal em um sistema de dinâmica de rotores, e comparados experimentalmente. 
 
           
Figura 6.15. Mancal de rolamento de rolo cilíndrico NJ 202 fabricado pela NSK®. 
 
Os mancais de rolamento de rolo cilíndrico, diferentes dos rolamentos de agulhas, não 
apresentam a relação comprimento por raio demasiadamente elevada. Portanto, optou-se por 
usar a teoria de contato de linha finito. Os dados do mancal em estudo, NJ 202, encontram-se 








Tabela 6.3. Dados do mancal de rolamento de rolos cilíndricos NJ 202 utilizados nas 
simulações numéricas. 
Quantidade de elementos rolantes: 10 
Diâmetro do elemento [m]: 0,0055 
Comprimento efetivo do elemento [m]: 0,0046 
Diâmetro primitivo [m]: 0,0248 
 
Para a solução numérica, foram usados 4 níveis com ciclo FMG tipo W, sendo a malha 
menos discretizada dada por 24+1 pontos na direção 𝑥 e o mesmo número de pontos na 
direção 𝑦. O passo de tempo selecionado é igual à discretização da malha espacial em 𝑥 do 
nível mais refinado. Foi usada a relação de viscosidade-pressão de Roelands com os dados do 
fluido lubrificante 𝛼 = 2,23 𝑥 10ି଼ 𝑃𝑎ିଵ e 𝜂଴ = 4,879 𝑥 10ିଶ 𝑃𝑎 ∙ 𝑠  e 𝑧 = 0,68. Os dados 
do lubrificante são referentes ao óleo ISO VG 32 à 27ºC. 
As Figuras 6.16 e 6.17 mostram, respectivamente, a pressão e a espessura do fluido 
lubrificante no contato finito para um contato entre a pista interna e o elemento de rolo, com 
carga aplicada ao contato de 55 N e velocidade de rotação de 2400 rpm. Ao longo da direção 
y, tanto a pressão quanto a espessura têm uma variação muito pequena. Todavia, próximo às 
bordas, há um aumento considerável da pressão do filme de óleo e diminuição da espessura de 
filme. Esse comportamento é esperado, de acordo com os testes experimentais de 
interferometria ótica de Wymer et al. (1974). Essas variações podem ser observadas nos perfis 
de 𝑝 e ℎ nas Figuras 6.18 e 6.19.  
A partir da solução numérica, usando o algoritmo de multiníveis, obtêm-se os valores 
do deslocamento 𝛿 para as forças aplicadas. Então, é feita a mesma análise de rigidez e 
amortecimento equivalentes para o contato finito, assim como foi elaborado para o contato 




Figura 6.16. Pressão do óleo obtida por simulação numérica para um contato EHD entre a 
pista interna e o elemento rolante de um rolamento cilíndrico NJ 202 com carga aplicada de 
55 N a 2400 rpm. 
 
Figura 6.17. Espessura do filme de óleo obtida por simulação numérica para um contato EHD 
entre a pista interna e o elemento rolante de um rolamento cilíndrico NJ 202 com carga 







Figura 6.18. Detalhe dos perfis de pressão do contato EHD da Figura 6.16. (a) Pressão no 
centro do contato onde 𝑦 = 0. (b) Perfil de pressão na região onde ocorre pressão máxima, 
















Figura 6.19. Detalhe dos perfis de espessura de filme do contato EHD da Figura 6.17. 
(a) Espessura de óleo no centro do contato onde 𝑦 = 0. (b) Espessura na região onde ocorre 
pressão máxima, próxima à borda. (c) Espessura de filme ao longo da direção y para 𝑥 = 0. 
 
A Figura 6.20 mostra a comparação do ajuste entre rigidez do contato EHD finito e o 
contato seco de Hertz para pista interna e elemento rolante e para o anel externo e o rolo. 
Nesse caso, fica evidente a influência da constante de separação das superfícies ∆𝐹, que se 
eleva com o aumento da velocidade de rotação. Assim como no estudo de caso do mancal de 
rolamento de agulha, devido à maior área de contato entre o elemento rolante e a pista 
externa, observa-se um valor de parâmetro ∆𝐹 superior no ajuste de força da pista externa em 


















Figura 6.20. Comparação entre rigidez no contato EHD finito e o contato sem lubrificação de 
Hertz para o mancal de rolamento cilíndrico NJ 202 para o fluido lubrificante à 27ºC. 
(a) Entre pista interna e elemento rolante. (b) Entre pista externa e elemento rolante. 
 
 











600 1,450 𝑥 10଼ 21,86 1,533 𝑥 10଼ 27,66 
1200 1,507 𝑥 10଼ 34,61 1,589 𝑥 10଼ 43,79 
1800 1,542 𝑥 10଼ 45,33 1,623 𝑥 10଼ 57,35 
2400 1,572 𝑥 10଼ 54,94 1,652 𝑥 10଼ 69,50 
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A fim de investigar a influência da temperatura nos parâmetros do modelo de força de 
contato, repetiu-se o procedimento utilizado para obter os coeficientes de rigidez e ∆𝐹 com os 
seguintes dados de lubrificante: 𝛼 = 1,48 𝑥 10ି଼ 𝑃𝑎ିଵ e 𝜂଴ = 1,79 𝑥 10ିଶ 𝑃𝑎 ∙ 𝑠  e 𝑧 =
0,68. Esses valores foram usados para obter os resultados do mancal de rolamento de agulhas 





Figura 6.21. Comparação entre rigidez no contato EHD finito e o contato sem lubrificação de 
Hertz para o mancal de rolamento cilíndrico NJ 202 para o fluido lubrificante à 47ºC. 
(a) Entre pista interna e elemento rolante. (b) Entre pista externa e elemento rolante. 
 
A Figura 6.21 encontra-se na mesma escala da Figura 6.20 para o óleo a 27ºC. Como o 








filme. Como consequência, há diminuição da sustentação, dada pelo ∆𝐹, no caso da 
temperatura de 47ºC em comparação a 27ºC (Tabela 6.5). Além disso, houve uma diminuição 
dos coeficientes de rigidez no filme lubrificante mais quente. Por fim, percebe-se o efeito de 
enrijecimento do filme de óleo com a velocidade de rotação para ambas as temperaturas. 
 











600 1,330 𝑥 10଼ 9,45 1,384 𝑥 10଼ 12,21 
1200 1,398 𝑥 10଼ 14,62 1.458 𝑥 10଼ 18,76 
1800 1,442 𝑥 10଼ 18,95 1,503 𝑥 10଼ 24,23 
2400 1,470 𝑥 10଼ 22,82 1,536 𝑥 10଼ 29,13 
 
Na análise da distribuição de carga no mancal sujeito a uma força estática, é necessário 
conhecer os parâmetros do contato nas pistas, interna e externa, separadamente. No entanto, 
para inserir os efeitos dinâmicos do mancal de rolamento no sistema rotativo, é necessário 
calcular os coeficientes equivalentes das duas pistas, por meio das Equações (5.17) e (5.23), a 
fim de inseri-los no modelo de forças do mancal nas direções 𝑥 e 𝑦, dado pelas 
Equações (5.21), (5.22) (5.26) e (5.27). A Tabela 6.6 apresenta os parâmetros obtidos no 
ajuste do modelo de força do contato. 
 
Tabela 6.6. Parâmetros do ajuste de força no contato EHD equivalente para as duas pistas do 
mancal de rolamento. 
Velocidade de rotação [rpm] 𝑲𝒕  ൤
𝑵
𝒎




600 7,394 𝑥 10଻ 24.71 6,42 
1200 7,692 𝑥 10଻ 39,08 5,19 
1800 7,763 𝑥 10଻ 51,30 5,06 






6.3. Validação experimental indireta do modelo dinâmico do mancal em bancada de 
teste de rotor 
 
 
Uma vez calculados os parâmetros do modelo reduzido de contato EHD, buscou-se 
verificar a validade do modelo de força proposto comparando a resposta da solução numérica 
com os resultados experimentais. Dessa forma, essa seção inicia-se com a descrição da 
bancada de testes experimentais.  
A comparação entre os resultados provenientes da solução numérica e experimento foi 
feita em duas etapas. Primeiramente, obteve-se a função resposta em frequência (FRF) com o 
objetivo de identificar a frequência natural do sistema, ajustar o modelo em elementos finitos 
do rotor, e investigar o comportamento do sistema rotativo com o mancal de rolamento no 
domínio da frequência.  
A segunda análise foi feita no domínio do tempo. Nessa etapa, foi realizada a 
comparação da resposta experimental com a resposta simulada do rotor em elementos finitos, 
com o modelo de forças do mancal de rolamento considerando o contato EHD. Observou-se, 
principalmente, a órbita onde os sensores de proximidade estavam posicionados e as 




6.3.1. Descrição da bancada de testes experimentais 
 
 
Uma vez realizada a modelagem dos mancais de rolamento, foi verificado se o mesmo 
tem correlação com o experimento. A montagem do teste experimental foi realizada na 
bancada existente no LAMAR (Laboratório de Máquinas Rotativas), localizado na Faculdade 
de Engenharia Mecânica da Unicamp. A Figura 6.22 mostra a bancada com seus principais 
componentes. Esta é composta de uma base inercial feita de concreto e suportada por um 
conjunto de espuma de poliuretano de alta densidade e molas de elevada rigidez, visando 
evitar vibrações decorrentes do contato com o solo. A base metálica em que a montagem é 




Figura 6.22. Bancada de testes experimentais. 
 
Os mancais de rolamento de rolos cilíndricos usados nos testes são da marca japonesa 
NSK®, modelo NJ 202 com diâmetro interno de 15 mm. As caixas bipartidas, em que foram 
fixados os mancais, foram fabricadas em duralumínio na oficina da Faculdade de Engenharia 
Mecânica. Elas foram projetadas para que a montagem com o anel externo do rolamento fosse 
feita em interferência para que não ocorressem escorregamentos entre os rolamentos e seus 
suportes. Além disso, uma vez que não é possível aferir medições de deslocamento 
diretamente nos mancais de rolamento, foram confeccionados suportes para os sensores de 
proximidade acoplados às caixas dos mancais. A Figura 6.23 mostra em detalhe a caixa do 




Figura 6.23. Caixa de mancal fabricada para o rolamento NJ 202 com suporte para os sensores 
de proximidade. 
 
O eixo utilizado nos testes tem 15 mm de diâmetro, fabricado em aço, e conectado ao 
motor elétrico WEG de 3 CV por meio de um acoplamento flexível. Nesta montagem, além 
do disco rígido, foi usado um atuador magnético. O atuador magnético foi usado com o 
objetivo de aplicar uma força constante e, assim, carregar os mancais para garantir que esses 
operassem em lubrificação elastohidrodinâmica. Além disso, como a área de contato dos 
mancais de elementos de rolo é mais extensa em comparação com os mancais de esfera, esses 
são amplamente usados em situações em que há grande solicitação de carga dinâmica. 
Portanto, a inserção de carga visa também aproximar os experimentos das condições de 
utilização mais recorrentes fora do ambiente controlado de teste. Apesar de os rolamentos já 
virem lubrificados com graxa do fabricante, os mancais foram lubrificados com óleo por meio 
de um sistema de bombeamento já existente no laboratório. Nesse modelo de mancal, o anel 
interno é solto do corpo do rolamento. Dessa forma, a graxa foi retirada do interior do mancal 
com um papel absorvente ao desacoplar a pista interna. Optou-se por manter a lubrificação 
dos mancais com óleo a fim de evitar fenômenos não considerados no modelo, como 
starvation, a qual caracterizada falta de fluido lubrificante durante a operação. Todavia, a 
quantidade de óleo bombeada foi controlada para que fosse suficiente apenas para manter os 
elementos com uma fina camada de lubrificante. O óleo mineral utilizado foi o Castrol ASW 
32 (ISO VG 32). 
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O esquema de componentes usados na instrumentação pode ser visualizado na 
Figura 6.24. O acionamento e o controle de velocidade do motor são feitos por meio de um 
inversor de frequência WEG-CFW-08, conectado entre o motor e o computador usado para a 
aquisição de dados. Os sensores de proximidade, localizados próximos aos mancais, são do 
fabricante Bently Nevada e a faixa de calibração é de 0 até 1,5 mm. 
O atuador magnético tem 8 bobinas com 415 espiras cada. Os amplificadores Maxon 4-
Q-DC-Servoamplifier ADS50/5 alimentam as bobinas com as correntes elétricas. As forças 
magnéticas são controladas pelo campo magnético, que são medidos pelos sensores de efeito 
Hall Melexis MLX90251 (Mendes, 2016). 
 
 
Figura 6.24. Instrumentação da bancada de testes experimentais. (Mendes, 2016) 
 
Os sinais adquiridos pelos sensores de proximidade e seus condicionadores passam por 
dois filtros. O primeiro é um filtro para remover o ganho DC e o segundo é um filtro 
analógico anti-aliasing passa baixa com frequência ajustável. Os sinais, então, são aquisitados 
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por uma placa de aquisição de sinais da National Instruments, a mesma usada para excitar o 
sistema com o atuador magnético. 
Um dos grandes desafios desta fase experimental é garantir o alinhamento do rotor, uma 
vez que o deslocamento em mancais de rolamento é extremamente pequeno, considerando a 
elevadíssima rigidez dos mesmos. Foi feito o processo de alinhamento dividido em três 
etapas: alinhamento de cada mancal individualmente, alinhamento entre mancais com o eixo 
desacoplado do motor e, por fim, alinhamento do eixo acoplado ao motor. Durante as etapas 
de alinhamento, são usados blocos padrões e chapas metálicas de precisão. A verificação do 
alinhamento é feita por meio de um relógio comparador de precisão. Após a fase de 
alinhamento, o rotor é balanceado usando o método dos coeficientes de influência – ou 
método da massa de triagem (Vance, 1988). 
 
 
6.3.2. Resposta no domínio da frequência 
 
 
A fim de avaliar o modelo por elementos finitos da montagem do experimento 
composto por mancais de elementos rolantes cilíndricos, foi feita a análise da resposta em 
frequência (FRF). Operando na velocidade de rotação de 2400 rpm (40 Hz), foi usado um 
ruído branco aplicado pelo atuador magnético a fim de excitar os modos do rotor.  
O modelo em elementos finitos foi feito visando simular a bancada de testes 
experimentais (Figura 6.22). O modelo é composto de 11 elementos de viga de Timoshenko, 
ou seja, 12 nós como mostrado na Figura 6.25. Os mancais de rolamento estão localizados nos 
nós 2 e 10 e a força gerada pelo atuador magnético foi inserida no nó 5 (nó central da luva do 
atuador). Os nós 3 e 11 representam as posições dos sensores de proximidade adjacentes ao 
mancal 1 e mancal 2, respectivamente.  
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Figura 6.25. Modelo da bancada de testes em elementos finitos com quatro graus de liberdade 
por nó. 
 
Devido ao comprimento da luva do atuador e do disco do rotor, esses componentes 
alteram as propriedades de rigidez na região do eixo onde estão localizados. Para modelar 
esse efeito no rotor descrito por elementos finitos, Lalanne e Ferraris (1990) sugerem que 
parte destes componentes seja modelada como elemento de viga (em cor cinza clara na Figura 
6.25) e parte como elementos de disco (em cor cinza escura na Figura 6.25). O ajuste foi 
realizado comparando as FRFs do experimento e do modelo simulado. A Tabela 6.7 apresenta 
as dimensões dos elementos de viga e a Tabela 6.8 mostra os elementos de disco. 
 









1 0 15 118 
2 0 15 21,55 
3 0 15 229,45 
4, 5 0 17 40,5 
6 0 15 83,8 
7, 8 0 15 23,9 
9 0 15 64 
10 0 15 21,55 






Tabela 6.8. Elementos de disco do modelo de elementos finitos do rotor. 








5 17 40,5 81 
8 15 94,7 47,8 
 
O módulo de elasticidade do material do eixo foi usado o valor nominal do aço 𝐸 =
2,1 𝑥 10ଵଵ 𝑃𝑎 e a densidade 𝜌 = 7860 ௞௚
௠య
. O coeficiente de amortecimento proporcional que 
relaciona a matriz de rigidez e amortecimento é 𝛽 = 7 𝑥 10ିହ. Os mancais de rolamento são 
do modelo NJ 202 do fabricante NSK® com diâmetro interno de 15 mm. A temperatura do 
lubrificante (ISO VG32 da Castrol) foi medida em 27ºC com os termopares localizados nas 
saídas de óleo do mancal e também no tanque reservatório do lubrificante. 
A fim de analisar a resposta no domínio da frequência, os coeficientes calculados de 
rigidez e amortecimento equivalentes do rolamento para a velocidade de operação foram 
somados como coeficientes diretos nas matrizes globais do eixo nos nós 2 e 10 do rotor. Os 
coeficientes cruzados tanto de rigidez quanto de amortecimento do rolamento foram 
considerados nulos.  
 Ao analisar o Diagrama de Campbell do rotor bi apoiado – Figura 6.26 – observam-se 
os modos diretos e retrógrados a aproximadamente 50,5 Hz e 52,5 Hz. Essas frequências são 




Figura 6.26. Diagrama de Campbell considerando o modelo simulado em elementos finitos 
com o rotor bi apoiado. 
 
A comparação entre as respostas em frequência simuladas e experimentais estão 
apresentadas nas Figuras 6.27 a 6.34. Como o teste experimental foi realizado a 40 Hz 
(2400 rpm), há um pico de amplitude devido ao desbalanceamento rotativo próximo a esta 
frequência no teste experimental, que não é obtido na simulação. As FRFs em yy e zz 
simuladas, tanto para o sensor 1 quanto para o sensor 2, apresentaram módulo e fase com 
valores próximos dos resultados experimentais (Figuras 6.27, 6.28, 6.31 e 6.32).  
Na direção zz, Figuras 6.28 e 6.32, é possível verificar as velocidades críticas dadas pelo 
Diagrama de Campbell do rotor. Nas direções yz e zy, houve uma boa concordância nos 
valores de amplitude na região próxima à frequência natural. Ao se distanciar da frequência 
natural, a resposta simulada difere da resposta do experimento devido a efeitos não 
contemplados no modelo do eixo. A inversão de fase pode ser observada em todas as 
respostas analisadas. Por fim, pode-se concluir que o modelo em elementos finitos se mostra 












Figura 6.27. Comparação da FRF experimental e simulada próxima ao mancal 1 na direção yy 
para uma velocidade de rotação de 40 Hz. 
 
 
Figura 6.28. Comparação da FRF experimental e simulada próxima ao mancal 1 na direção zz 
para uma velocidade de rotação de 40 Hz. 
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Figura 6.29. Comparação da FRF experimental e simulada próxima ao mancal 1 na direção yz 
para uma velocidade de rotação de 40 Hz. 
 
 
Figura 6.30. Comparação da FRF experimental e simulada próxima ao mancal 1 na direção zy 
para uma velocidade de rotação de 40 Hz. 
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Figura 6.31. Comparação da FRF experimental e simulada próxima ao mancal 2 na direção yy 
para uma velocidade de rotação de 40 Hz. 
 
 
Figura 6.32. Comparação da FRF experimental e simulada próxima ao mancal 2 na direção zz 
para uma velocidade de rotação de 40 Hz. 
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Figura 6.33. Comparação da FRF experimental e simulada próxima ao mancal 2 na direção yz 
para uma velocidade de rotação de 40 Hz. 
 
 
Figura 6.34. Comparação da FRF experimental e simulada próxima ao mancal 2 na direção zy 




6.3.3. Resposta no domínio do tempo 
 
 
Para a montagem da bancada da Figura 6.22, foi aplicada uma força constante de 112 N 
pelo atuador na direção horizontal 𝑦 e sentido positivo no sistema de coordenadas da bancada. 
O desbalanceamento foi estimado em 3 𝑥 10ିସ 𝑘𝑔. 𝑚 pela amplitude da órbita do disco. Para 
resolver a integração numérica da equação de movimento do rotor, modelado por elementos 
finitos, no domínio do tempo foi usado o software comercial Matlab®. 
Uma das variáveis desconhecidas da montagem é a folga diametral. Segundo o 
fabricante NSK®, o rolamento NJ 202 tem uma folga diametral interna entre 40 𝜇𝑚 e 70 𝜇𝑚. 
Porém, após a montagem, esse valor de folga se altera e depende tanto da montagem – se feita 
com folga ou interferência – quanto do material e da temperatura de operação. Nesse teste, a 
montagem do rolamento em sua caixa foi feita com interferência, o que levou a redução da 
folga total. 
Como Gupta (1991) já destacou a importância da folga na dinâmica de rolamentos, 
foram simulados casos com a folga diametral variando de 0 até 30 𝜇𝑚 para aferir a influência 
deste parâmetro na resposta do sistema. Para os casos simulados, a folga foi considerada igual 
em ambos os mancais e, tanto nas respostas das simulações quanto na experimental, foi usado 
a janela Hanning para tratar os dados antes dos cálculos das DFTs. 
 Observa-se nas Figuras 6.35 a 6.38 a influência do parâmetro de folga nas posições dos 
sensores próximos aos mancais de rolamento em casos simulados a 40 Hz. O mancal sem 
folga apresenta somente a primeira harmônica (40 Hz). À medida que o valor da folga é 
incrementado, surgem outras harmônicas e suas respectivas amplitudes tem o valor elevado. 
Este comportamento é esperado, uma vez que os mancais de rolamento têm inúmeras 
frequências fundamentais consequentes da interação de seus componentes (pistas, gaiola e 
elementos rolantes). Além disso, percebe-se que a folga influencia no valor da amplitude da 




Figura 6.35. DFT de resposta simulada numericamente no sensor próximo ao mancal 1 na 
direção horizontal 𝑦 com a variação de folga diametral. 
 
 
Figura 6.36. DFT de resposta simulada numericamente no sensor próximo ao mancal 1 na 
direção vertical 𝑧 com a variação de folga diametral. 
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Figura 6.37. DFT de resposta simulada numericamente no sensor próximo ao mancal 2 na 
direção horizontal 𝑦 com a variação de folga diametral. 
 
 
Figura 6.38. DFT de resposta simulada numericamente no sensor próximo ao mancal 2 na 
direção vertical 𝑧 com a variação de folga diametral. 
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As Figuras 6.39 e 6.40 apresentam as órbitas simuladas para a folga diametral de 
20 µm. Como o disco, onde está localizada a massa desbalanceada, está situado mais próximo 
ao mancal 2 (Figura 6.25), a órbita desse rolamento é maior que a do mancal localizado 
próximo ao motor. Observa-se que ambas as órbitas dos mancais têm um formato achatado, o 
que é consequência da força na direção horizontal y gerada pelo atuador magnético a fim de 








Figura 6.40. Órbita do mancal 2 simulada considerando folga diametral de 20 µm. 
 
As Figuras 6.41, 6.42 e 6.43 mostram a comparação das órbitas medidas no 
experimento e no caso simulado sob lubrificação EHD com folga diametral de 20 𝜇𝑚. Para 
fazer a comparação, os centros das órbitas foram centralizados. As órbitas experimentais e 
simuladas têm a amplitude e o formato muito próximos, principalmente no disco (Figura 6.41) 
e o sensor 1 (Figura 6.42), considerando que os deslocamentos no rolamento são bem 
pequenos devido à sua elevada rigidez. A órbita experimental do sensor 2 (Figura 6.43) tem 
um formato um pouco diferente do esperado pelo resultado numérico. Nesse sensor, ao 
calcular a DFT dos deslocamentos, observou-se que havia uma amplitude muito elevada da 
terceira harmônica de rotação, o que caracteriza influência de desalinhamento. Dessa forma, a 
análise da DFT foi feita apenas para o sensor 1, uma vez que as medições realizadas próximas 




Figura 6.41. Comparação entre órbita do disco medida experimentalmente e simulada 
considerando folga diametral de 20 µm. A órbita em azul foi obtida na bancada de testes e a 
vermelha é resultado de simulação numérica. 
 
 
Figura 6.42. Comparação entre órbita do sensor 1 medida experimentalmente e simulada 
considerando folga diametral de 20 µm. A órbita em azul foi obtida na bancada de testes e a 




Figura 6.43. Comparação entre órbita do disco medida experimentalmente e simulada 
considerando folga diametral de 20 µm. A órbita em azul foi obtida na bancada de testes e a 
vermelha é resultado de simulação numérica. 
 
Verificaram-se inúmeras harmônicas nas simulações, em vista que os mancais de 
rolamento excitam o sistema em rotação em inúmeras frequências fundamentais durante sua 
operação. A RPFO (Frequência de Passagem do Rolo no Anel Externo, do inglês Roller 
Passing Frequency of the Outer Ring) é uma das principais frequências características, pois é 










onde Ω௜ é a frequência de rotação da pista interna e Ω௘ é a frequência de rotação da pista 
externa, 𝑑௠ é o diâmetro primitivo, 𝐷 é o diâmetro do rolo, 𝛼௔ é o ângulo de contato angular 
e 𝑍 é o número de elementos. 
 
A RPFO do mancal a 40 Hz é 155,6 Hz. As Figuras 6.44 a 6.45 mostram a comparação 
das DFT do experimento e do caso simulado com folga diametral de 20 𝜇𝑚 para o sensor 1. 
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No experimento, além da RPFO e da velocidade de rotação (40Hz), é possível ver outras 
harmônicas que não foram contempladas no modelo. Na direção da aplicação da força pelo 
atuador magnético – direção horizontal – houve certa discrepância entre os resultados do 
experimento e da simulação (Figura 6.44). Tem-se que as frequências do modelo dinâmico do 
mancal aparecem na DFT numérica, porém de maneira bem mais discreta e com uma 
amplitude inferior à do experimento.  
Na direção vertical, todavia, experimento e simulação se aproximam, inclusive na 
amplitude da harmônica de rotação (Figura 6.45). A maior proximidade dos resultados na 
direção vertical é explicada pelas FRFs, dado que o ajuste do modelo de elementos finitos na 
direção 𝑧 (Figura 6.28) é mais representativo ao experimento que o mesmo na direção 
horizontal 𝑦 (Figura 6.27). 
Na Figura 6.46 é possível identificar a RPFO e a combinação da RPFO com a 
velocidade de rotação (𝑅𝑃𝐹𝑂 − 1𝑥, 𝑅𝑃𝐹𝑂 + 1𝑥 e 𝑅𝑃𝐹𝑂 − 2𝑥) no modelo proposto e no 
experimento. As amplitudes dessas frequências, principalmente 1𝑥 e 𝑅𝑃𝐹𝑂 − 1𝑥, se 
aproximaram nos resultados.  
 
 
Figura 6.44. DFT do deslocamento obtido em experimento e simulação numérica com folga 
de 20 μm na direção horizontal 𝑦 próximo ao mancal 1. 
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Figura 6.45. DFT do deslocamento obtido em experimento e simulação numérica com folga 
de 20 μm na direção vertical 𝑧 próximo ao mancal 1. 
 
 
Figura 6.46. Comparação entre teste experimental e simulação numérica com folga de 20 μm 
na direção vertical 𝑧 próximo ao mancal 1. 
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A identificação da RPFO é essencial, uma vez que essa frequência é usada em 
monitoramento de falhas em rolamentos. Quando a amplitude desta frequência se torna maior 
ao longo da operação do mesmo, há indicação de falha no mancal. Desta forma, a 
identificação dessa frequência na simulação numérica é essencial e indica que a modelagem 
teórica está coerente com o teste experimental e a literatura.  
Portanto, verifica-se, dessa forma, que os testes experimentais e o modelo proposto 
estão em consonância. A união da modelagem feita do contato EHD, mancal de rolamento 







Esse trabalho teve como objetivo propor um novo modelo de força de contato de linha 
sujeito à lubrificação elastohidrodinâmica e sua aplicação a mancais de rolamento, visando 
incluir os efeitos do filme de óleo na dinâmica dos mesmos. Para isso, foi considerada como 
hipótese inicial que a força restitutiva tem um comportamento não linear, como proposto por 
Qin et al. (2015) e Zhang et al. (2016a) para contatos de linha infinitos e Nonato e Cavalca 
(2014) para contatos elípticos. O amortecimento viscoso foi considerado linear, baseando-se 
no comportamento histerético observado nos trabalhos de Ankouni et al. (2014) e Wijnant 
(1998). 
Primeiramente, para obter as respostas necessárias para o estudo da força do contato, foi 
implementado um algoritmo de solução do equacionamento EHD usando técnicas multiníveis. 
Na solução numérica desse sistema de equações, Wijnant (1998) apontou a importância do 
parâmetro de aproximação dos corpos 𝛿 como indicador do deslocamento relativo entre os 
corpos. Dessa forma, traçou-se uma relação não linear entre força externa aplicada ao contato 
e deslocamento 𝛿 (Nonato e Cavalca, 2014). Porém, para o contato de linha aqui estudado, 
tanto considerando o contato como infinito ou finito, essa relação mostrou-se praticamente 
linear. Ao comparar a relação do contato lubrificado com o Hertziano, esse comportamento é 
fisicamente esperado, uma vez que é conhecido que o contato seco de linha tem maior 
linearidade que o contato circular. 
A respeito da força restitutiva EHD, essa se difere da força do contato Hertziana 
principalmente devido ao termo denominado ∆𝐹, a qual é uma constante de separação entre as 
superfícies em contato. À medida que há um aumento de velocidade, percebeu-se que o ∆𝐹 
também é incrementado, o que corrobora com a ideia que há mais sustentação entre os corpos 
em contato quando se eleva a rotação. 
Além disso, a proposta de modelo de força restitutiva do contato de linha baseia-se em 
parâmetros de rigidez e ∆𝐹 que são independentes da força. A carga externa é usada no ajuste 
da curva força-deslocamento. Porém, uma vez realizado esse ajuste, esses parâmetros não 
mais dependem da força aplicada, o que difere dos modelos de Qin et al. (2015), Zhang et 
al. (2016a) e Zhou et al. (2017). 
O amortecimento viscoso foi estimado aplicando-se o princípio de conservação de 
energia para o regime transiente do contato EHD. A parcela de amortecimento viscoso dada 
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pela lubrificação EHD é muito pequena, quando comparada à rigidez, o que ocorre 
principalmente devido à pequena área de contato entre as superfícies e, consequentemente, à 
pequena porção resultante de filme de óleo quando comparado aos, por exemplo, mancais 
cilíndricos hidrodinâmicos. 
Observou-se ainda, no caso estudado do mancal de rolamento de agulha, uma tendência 
de o amortecimento viscoso diminuir com a força aplicada e com a velocidade de rotação, 
acordando com os resultados de Zhang et al. (2016a) e de Ankouni et al. (2014). 
As forças do contato caracterizado como EHD, influenciaram as respostas do mancal de 
rolamento. No rolamento de agulhas, percebeu-se uma sutil alteração na distribuição de forças 
em equilíbrio estático em comparação à teoria de Hertz. Além da lubrificação, notou-se que a 
folga diametral do mancal tem grande impacto nas respostas do mancal. No equilíbrio 
estático, o aumento da folga é responsável por concentrar a força em menos elementos 
rolantes. No rotor, essa folga gera não linearidades na resposta do mancal e, 
consequentemente, vibrações e excitação de harmônicas relacionadas às frequências de 
passagem do rolo (RPFO). 
Por fim, o modelo dinâmico do mancal de rolamento foi validado indiretamente em uma 
bancada de rotor por meio de comparação de solução numérica e resposta experimental. No 
domínio da frequência, as FRFs se aproximaram, principalmente próxima à frequência natural 
do rotor. No domínio do tempo, houve uma boa correlação entre as órbitas dadas pelas 
simulações numéricas e o experimento. Porém, como foi verificado desalinhamento próximo 
ao mancal mais afastado do motor elétrico, tomou-se para a comparação das DFTs apenas o 
sensor próximo ao mancal mais perto do motor. 
Ao analisar as DFTs do sensor, observaram-se algumas harmônicas na resposta do 
experimento, ausentes na resposta numérica. Essas harmônicas são, provavelmente, 
consequências de efeitos não contemplados no modelo do rotor, ou ruído, uma vez que as 
amplitudes de deslocamento dos rolamentos são consideravelmente pequenas, dada sua 
elevada rigidez. Porém, as frequências excitadas no modelo teórico do sistema rotativo com 
rolamento de rolos, mostraram-se no experimento e, inclusive, com uma boa aproximação de 
amplitude, o que indica uma boa correlação entre o modelo proposto e o experimental. 
Portanto, o modelo pode ser aplicado de forma promissora a contatos de linha EHD não 
conformes. Uma vez que os parâmetros de força do contato EHD são obtidos, uma resposta 
mais realista do comportamento dinâmico do rolamento pode ser avaliada e, 




7.1 Sugestões para trabalhos futuros 
 
 
Há diversas possibilidades para continuação e trabalhos futuros. Primeiramente, sabe-se 
que muitos perfis de rolo apresentam arredondamento de suas superfícies na região próxima 
às bordas ou um perfil logarítmico, a fim de diminuir a concentração de tensão local. Nos 
próximos trabalhos, podem ser incluídas essas geometrias na equação da espessura de filme. 
Assim, é possível avaliar a influência da geometria do contato na caracterização de força do 
contato EHD. 
Além disso, podem ser inseridos efeitos térmicos no equacionamento do EHD, 
adicionando a equação de energia no sistema de equações. Outra extensão possível do 
trabalho, é a aplicação do modelo de contato no comportamento dinâmico de outros tipos de 
mecanismos, como engrenagens. 
Por fim, o modelo dinâmico do rolamento com lubrificação EHD pode ser usado na 
técnica de controle e na identificação de falhas baseada em modelo e em análise de incertezas 
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